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Z [\]^_ `ab]c_\
defghi jkjlm nohilopqijn hmhijf rsh ig njse t oir urqlv w ursvxj ov irj hji gy zsliouozsiovx vgnjh nqj ig { gov h | xlsujyq e
ejskjh | svn ysoeqljh } ~rjlj oh s zlouj ig urqlv trour f sm f svoyjhi oihjey sh nlgzzjn f jhhsxjh | nsis ovugvhohijvum|
ovuljshjn qhjl�j�z jlojvujn esijvum| gl ovuljshjn psvnt onir qhj ��� | ��� } �kjv ov z jjl�ig�z jjl hmhijf h trour tjlj
njhoxvjn ylgf irj gqihji ig rsvnej urqlv | irjhj ughih eof oi irj hujvslogh ov trour irj hmhijf oh njzegmspej ��� } dvn
jkjv ov s ljshgvspem hispej f svsxjn ovylshilquiqlj eo�j � esvji�sp ��� | irjlj usv pj s hoxvo�usvi lsij gy j�juiokj
vgnj ysoeqlj nqj ig vgnjh pjugf ovx j�iljf jem hegt hqnnjvem svn qvzljnouispem ���� }

�v iroh zszjl | tj hiqnm rgt ig ljnquj irj urqlv lsij pm ovijeeoxjviem hjejuiovx vgnjh } �z juo� useem| tj ugvhonjl s
hujvslog ov trour tj t ohr ig qhj

k
vgnjh gqi gy

n ≥ k
sksoespej } �gt hrgqen tj hjejui trour

k
ig qhj ov glnjl ig

f ov of o�j urqlv sfgvx irj urghjv vgnjh gkjl iof j� ~roh �qjhiogv slohjh ov f svm ushjh | hqur sh irj ygeegt ovx w

• �qvvovx s hjlkouj gv � esvji�sp ov trour
n = 500

vgnjh slj sksoespej svn tj tgqen eo�j
k ≈ 20

ig lqv irj
hjlkouj ov glnjl ig rskj hq� uojvi uszsuoim ig hjlkj lj�qjhih }

•
�jejuiovx s ljeospej zgge gy

k ≈ 1000
hqz jl�z jjlh ylgf sfgvx

n ≈ 100, 000
jvn�rghih zsliouozsiovx ov s zjjl�

ig�z jjl hmhijf }

• �rgghovx
k

vgnjh ig pj vjsljhi irj lggi gy sv gkjlesm fqeioushi iljj | trjlj ysoeqljh slj fghi ughiem}

•
�v s higlsxj hmhijf gy

n
vgnjh | urgghovx

k
vgnjh gv trour ig zesuj ljzeoush gy s � ej }

~g pjiijl qvnjlhisvn irj ofzsui gy vgnj hjejuiogv gv urqlv | tj hiqnm s hji gy hilsijxojh irsi tj pjeojkj slj pgir
ljejksvi ov zlsuiouj | svn zlgkonj s xggn ugkjlsxj gy irj njhoxv hzsuj }

di irj roxr ejkje | tj ueshhoym irj hjejuiogv hilsijxojh segvx itg s�jh w ��� trjirjl irjm qhj ovyglfsiogv spgqi
vgnjh ig siijfzi ig zljnoui trour vgnjh t oee p j hisp ej | svn ��� trjirjl irjm ljzesuj s ysoejn vgnj t oir s vjt gvj }
�j ljyjl ig hilsijxojh irsi pshj irjol hjejuiogv gv ovnokonqse vgnj urslsuijlohiouh ���� �| zshi qziof j gl sksespoeoim �
sh �� ¡¢£¢�¤¥¦ §�¨¢©�¢ª� hilsijxojh �gl « §�¨¢©�¢ª� ygl hrgli� | svn gvjh irsi oxvglj hqur ovyglf siogv sh � � ¡¢£¢�¤¥¬�­®¯�¢©�gl { qhi  �­®¯�¢©� } °v irj hjugvn s� oh | tj qhj irj ijlf ± ¢² �¨ ygl hilsijxojh irsi vjkjl ljz esuj s ysoejn vgnj ylgf irj
gloxovse hjejuijn hji | svn ³�« £ ©�´ �­� ygl hilsijxojh irsi ljzesuj s vgnj sh hggv sh oi ysoeh | oy svgirjl oh sksoespej }

¦ §�¨¢©�¢ª� ± ¢² �¨ hilsijxojh slj gyijv qhjn ov irj njzegmf jvi gy hjlkoujh gv � esvji�sp | trjlj imzouseem njkjegz jlh
zou� s hji gy f surovjh t oir suujzispej zshi sksoespoeoim| svn irjv lqv irjol hmhijf j�ueqhokjem gv irghj f surovjh
ygl nsmh gl fgvirh } ¦ §�¨¢©�¢ª� ³ �« £ ©�´ �­� hilsijxojh szzjsl ov f svm zlgig ugeh irsi ilm ig nmvsf ouseem f ovof o�j
urqlv } ~rj fghi ugffgv rjqlohiou oh ig hjejui irj vgnjh trour rskj irj egvxjhi uqlljvi qziofj ��� | �� | ��� }

�



¬�­®¯�¢© hilsijxojh usv ylj�qjviem njhulop j hmhijf h trour ng vgi j�zeouoi em ilm ig f ovof o�j urqlv } ~rj hofzejhi
yglf gy ¬�­®¯�¢© ³ �« £ ©�´ �­� hilsijxm oh ³ ­¨®´ ³�« £ ©�´ �­� µ³³¶ w ljzesuj s ysoejn vgnj t oir s qvoyglf �lsvngf
sksoespej vgnj } dvgirjl ofzglisvi yglf gy sxvghiou ljz esujf jvi hilsijxm oh s ¦ §�· �§�­ ©� ¸ ¢¯� µ¦¸¶ hilsijxm| trour
slohjh sh s ljhqei gy gziof o�ovx ygl s f jilou girjl irsv urqlv w lsv� irj vgnjh suuglnovx ig hgf j zljyjljvuj glnjl |
svn zou� irj igz

k
sksoespej vgnjh } ¹gij irsi tj qhj irj ijlf �� hzjuo�useem ov irj ushj irsi irj zljyjljvuj glnjl oh

­®� noljuiem ljesijn ig urqlv ���� �| esijvum� | svn oh jhhjvioseem hisiou } �qur �� hilsijxojh iqlv gqi ig njhulopj f svm
hmhijf h tjee } °vj j�sfzej gy s �� hilsijxm oh svmushi | trjlj gvj ueojvi sof h ig hjejui irj ueghjhi sksoesp ej hjlkjl �h� }

º »¼½¾¿¼
ÀÁÂÃÄ ÅÆÁÇÈÁÉÃÊË ÊÌ ÂÉÍÁÉÅÎÃÅÂ Ï ~rj �lhi zsli gy irj zszjl zjlyglf h sv j�ijvhokj jkseqsiogv gy urqlv ljhqeiovx
ylgf s vqfpjl gy vgnj hjejuiogv hilsijxojh ov �kj ljse�tglen ilsujh } dfgvx gql ugvueq hogvh oh irsi ljzesujf jvi
hilsijxojh mojen qz ig s

5×
ljnquiogv ov urqlv gkjl irj p jhi ��jn hilsijxm ov hq� uojviem egvx ilsujh | oviqoiokjem

p jusqhj gy irjol spoeoim ig nmvsf ouseem snszi } ~roh ovnousijh irsi ygl hgf j hmhijf h | ofzejf jviovx nmvsf ou vgnj
ljhjejuiogv f sm pj tglir irj ilgqpej }

d fglj hqlzlohovx �vnovx oh irsi irjlj oh s hoxv o�usvi no�jljvuj ov urqlv sfgvx sxvghiou hilsijxojh } °vj f oxri
j�zjui irsi hjejuiovx vgnjh qhovx s fjilou qvljesijn ig urqlv hrgqen z jlyglf hof oesl ig �� | hovuj vjoirjl hilsijxm
qhjh vgnj�hz juo�u hispoeoim ovyglf siogv } �gtjkjl | oi iqlvh gqi irsi troej �� hilsijxojh z jlyglf zgglem| �� oh �q oij
xggn | �¤« ¢© £ £¤ Ð ¢�Ñ ¢­   ·  ©�®§ ®· £�¯¯ �Ñ  ­ 2 ®· �Ñ � ¡�¯� « §�¨¢©�¢ª� ¯�§ ���¤ �

~g j�zesov irj egt urqlv sur ojkjn pm �� | tj svsem�j oi ov s hig urshiou f gnje } � roej t oir sv j�zgvjviose hjhhogv
iof j nohilopqiogv | �� oh vg pjiijl irsv �ljyjljvuj �ohih | �� Òh urqlv lsij njuljshjh sh irj nohilopqiogvh p jugf j fglj
h�jtjn | trour ijvnh ig pj irj ushj ov ljseohiou hujvslogh }
ÓÔÔ ÇÃÄÁÉÃÊËÂ ÉÊ ÂÕÂÉÅÖ Â ×ÅÂÃÎË Ï �v irj hjugvn zsli gy iroh zszjl | tj j�zeglj hmhijf h ov trour no�jljvi njhoxvh gl
zslsfjijl urgoujh Ø suuonjviseemÙ ovnquj s �� gl ���eo�j hilsijxm} �gvhonjl ugvhilquiovx s fqeioushi iljj sh yg eegt h w
jsur vgnj | qzgv sllokse gl trjv gvj gy oih svujhiglh ov irj iljj ysoeh | �qjlojh

m
lsvngf vgnjh ov irj hmhijf | svn

ugvvjuih ig irj vgnj irlgqxr trour oi rsh irj egtjhi esijvum ig irj lggi } �ejslem| ovuljshovx
m

pjiijl snszih irj
iljj ig irj qvnjlemovx igzgegxm| pqi oi sehg rsh irj vgvgpkogqh ljhqei irsi �Ñ � �§�� © ­ ¯ÚÛ �§ · §®´ ´®§� ©ÑÚ§­  ¯ m¢­©§� ¯�¯| sh vgnj hjejuiogv fgkjh ylgf pjovx eo�j �� ig pjovx eo�j s �� hilsijxm}

°y ugqlhj | irjlj t oee setsmh pj s ilsnjg� pjitjjv urqlv svn girjl fjilouh } � rsi tj sof ig oeeqf ovsij oh irj
vgvgpkogqh tsm ov trour irsi ilsnjg� slohjh } d eirgqxr iroh oh s hofzej zrjvgf jvgv si rjsli | ig irj p jhi gy gql
�vgt ejnxj oi rsh vgi pjjv hiqnojn ov irj ugvij�i gy nohilopqijn hmhijf h } ~roh ylsf jtgl� usv j�zesov zljkogqhem
gphjlkjn zjlyglf svuj no�jljvujh ov vjt tsmh | svn zlgkonj xq onsvuj ygl hmhijf h njhoxv }
ÜÝÞ¿ßàá½¿àÝÞ¼
�v hqffslm| gql f sov ugvilopqiogvh slj sh ygeegt h w

•
�j zlgkonj s �qsvioisiokj xqonj ig irj urqlv ljhqeiovx ylgf kslogqh vgnj hjejuiogv hilsijxojh ov ljse�tglen
ilsujh }

•
�j njfgvhilsij svn svsemiouseem urslsuijlo�j irj hqlzlohovxem xggn zjlyglf svuj gy �svngf �jzesujf jvi |
hrgt ovx irsi oi oh fqur pjiijl irsv �ljyjljvuj �ohi hilsijxojh svn ov f svm ushjh ljshgvspem ueghj ig irj p jhi
hilsijxm} �ih hofzeouoim svn suujzispej zjlyglf svuj fsm fs�j �� sv szzlgzlosij urgouj ygl ujlisov hmhijf h }

• âhovx irj no�jljvuj pjitjjv �� svn �� | tj njfgvhilsij svn j�zesov z jlyglf svuj no�jljvujh ov j�ohiovx
njhoxvh ygl irj igzgegxm gy ã�~ gkjlesm vjitgl�h | ljzeous zesujf jvi ov ã�~h | svmushi hjlkjl hjejuiogv | svn
gkjlesm fqeioushi iljj ugvhilquiogv } �v f svm zlgig ugeh | hofzem snnovx hgf j lsvngf o�siogv usv xg s egvx tsm
igtslnh ljnquovx urqlv }

~roh zszjl zlgujjnh sh ygeegt h } �juiogv � jkseqsijh urqlv qvnjl kslogqh hjejuiogv hilsijxojh } �v �juiogv � | tj xokj
oviqoiogv ygl svn svsemhoh gy �� svn �� hislijxojh } �juiogv � j�zegljh rgt irj no�jljvuj pjitjjv �� svn �� s�juih
hmhijf njhoxv } �j nohuqhh ilsnjg� h p jitjjv hilsijxojh ov �juiogv ä svn ljesijn tgl� ov �juiogv � | svn ugvueqnj ov
�juiogv å }

�



æ çèa^\ écê aëì]c_\í
~rj xgse gy iroh hjuiogv oh ig qvnjlhisvn irj pshou j�juih gy kslogqh hjejuiogv hilsijxojh ov s t onj kslojim gy hmhijf h
svn vgnj sksoespoeoim jvkolgvf jvih } ~g ir oh jvn | tj qhj s hofzej fgnje gy urqlv trour t oee hjlkj sh s qhjyqe lqej gy
irqfp ygl fjilouh gy ovijljhi ov ljse hmhijf h } �j hrgt gvj hqur f jilou rjlj î irj ylsuiogv gy ysoejn lgqij gz jlsiogvh
ov s hofqesiogv gy irj �rgln ã�~ ���� î svn tj t oee hjj girjlh ov fglj njzir ov �juiogv � }

�v �juiogv � }� tj xokj gql fgnje gy urqlv } �j eohi irj vgnj hjejuiogv hilsijxojh ov �juiogv � }� svn irj irj ilsujh gy
vgnj sksoespoeoim ov �juiogv � }� } �juiogv � }� zljhjvih gql hofqesiogv fjirgngegxm} °ql ljhqeih szzjsl ov �juiogv � }ä }

ï ðñ ò Ý ó»¾
�v ir oh hjuiogv tj nj�vj urqlv jhhjvioseem sh irj lsij gy iqlvgkjl gy vgnjh ov irj hmhijf } �viqoiokjem| iroh oh zlgzgliogvse
ig irj psvnt onir qhjn ig f sovisov nsis ov s egsn�psesvujn higlsxj hmhijf }
ôÕÂÉÅÖ Ö Ê×ÅÇ Ï di svm iof j | jsur gy

n
vgnjh ov irj hmhijf oh joirjl Ú« gl ¨®Ð­| svn vgnjh irsi slj qz slj joirjl

¢­ Ú¯� gl  ª ¢£ ¡£�} ¹gnjh ysoe svn ljugkjl suuglnovx ig hgf j qv�vgtv zlg ujhh } �j usee s ugvioxqgqh z jlogn gy pjovx
qz s ¯�¯¯¢®­ gy s vgnj } di svm iof j | irj vgnj hjejuigl f sm urgghj ig snn gl ljfgkj s vgnj ylgf qhj | ilsvhoiogvovx
oi ylgf  ª ¢£ ¡£� ig ¢­ Ú¯� gl psu� } ~rjlj oh s islxji vqfpjl gy vgnjh ig p j ov qhj |

k = αn
ygl hgfj

0 < α ≤ 1
|

trour irj �jzesujf jvi hilsijxojh tj ugvhonjl t oee f siur j�suiem qvejhh irjlj slj yjtjl irsv
k

vgnjh qz } ~rj ��jn
hilsijxojh t oee z ou� hgfj hisiou hji gy

k
vgnjh | hg irjm t oee rskj yjtjl irsv

k
ov q hj trjvjkjl svm zou�jn vgnj oh

ngtv }
õ ÅöËÃÉÃÊË ÊÌ Ä÷ÈÍË Ï øokjv s hj�qjvuj gy ursvxjh ov irj hji gy ov�q hj vgnjh | eji

Ui
pj irj hji gy ov�q hj vgnjh syijl

irj
i
ir ursvxj | t oir

U0
irj ovoiose hji } ~rjv urqlv oh irj hqf gkjl jsur jkjvi gy irj · § ©�¢®­ ®· �Ñ � ¯¤¯��´ �Ñ  � Ñ  ¯©Ñ  ­� �¨ ¯� �� ov irsi jkjvi | vglf seo�jn pm lqv iofj

T
w

C =
1

T
·

∑

jkjvih
i

|Ui−1 	 Ui|

max{|Ui−1|, |Ui|}
,

trjlj
	

oh irj hmffjilou hji no�jljvuj } �g ov s lqv gy ejvxir
T

| oy tj p jxov t oir
k

vgnjh ov qhj | itg vgnjh ysoe
hofqeisvjgqhem| svn irj hjejuiogv sexgloirf ljhzgvnh pm snnovx itg sksoespej vgnjh | urqlv oh 1

T

(

2
k + 2

k

) } �y jsur gy
irj

k
ov�qhj vgnjh ysoeh | gvj pm gvj t oir vg ljhjejuiogvh | urqlv oh 1

T

(

1
k + 1

k−1 + · · · + 1
1

)

≈ 1
T ln k

}
dv ofzglisvi shhqfziogv ov iroh nj�voiogv oh irsi s vgnj trour ysoeh svn irjv ljugkjlh oh gy vg fglj qhj ig qh

irsv s yljhr vgnj } ~roh oh ljshgvspej ygl hmhijf h t oir hisij irsi oh hrgli�eokjn ljesiokj ig irj imzouse z jlogn gy vgnj
ngtviof j | hqur sh ov gkjlesm fqeioushi gl

i3
��å� } �j nohuqhh irj ushj gy higlsxj hmhijf h | trour rskj egvx�ijlf

hisij | ov �juiogv � }� }

ï ðï ù»¾»ú¿àÝÞ ¼¿ßû¿»üà»¼
ýÍÅ×ÃÄÉÃÆÅ þ ÃÿÅ× ÂÉÍÁÉÅÎÃÅÂ Ï � rjv njzegmovx s hjlkouj gv s ljshgvspem hisiou ovylshilquiqlj hqur sh � esvji�sp |
gvj ugqen gphjlkj vgnjh ygl hgf j iofj pjyglj lqvvovx irj hmhijf | svn irjv qhj svm gy irj ygeegt ovx rjqlohiouh ygl
hjejuiovx s ØxggnÙ ��jn hji gy vgnjh ig qhj ygl irj eoyjiof j gy irj hmhijf | trjvjkjl irjm slj qz w

•
± ¢² �¨ � �©�­� w ã ohusln irj

50� gy vgnjh irsi tjlj qz ejshi nqlovx irj gphjlksiogv zjlogn } � ou�
k

lsvngf
ljfsov ovx vgnjh } ��y

k > n
2

| irjv zou� see irj ljf sovovx vgnjh svn
k − n

2

lsvngf nohuslnjn vgnjh }�
•

± ¢² �¨ � ®¯� ¬ ª ¢£ ¡£� w � ou� irj
k

vgnjh irsi hz jvi irj fghi iof j qz }
•

± ¢² �¨ ¸®­� �¯� ¸ ¢ª�¨ w � ou� irj
k

vgnjh trour rsn xljsijhi skjlsxj hjhhogv iof j }
�i tgqen p j vsiqlse ig ilm zou�ovx irj

k
vgnjh irsi ljhqei ov f ovof se urqlv nqlovx irj gphjlksiogv zjlogn | pqi

qvygliqvsijem iroh zlgpejf oh ¹��ugfzejij �hjj dzzjvno� d }�� }
ÓÎËÊÂÉÃÄ þ ÃÿÅ× ÂÉÍÁÉÅÎÃÅÂ Ï �j egg� si gvem s hovxej hilsijxm ov iroh ueshh | trour t oee iqlv gqi ig pj ovijljhiovx
p jusqhj oih zjlyglf svuj oh hof oesl ig �ljyjljvuj �ohi hilsijxojh w

•
± ¢² �¨ ³  ­¨®´ w � ou�

k
qvoyglf �lsvngf vgnjh }

ýÍÅ×ÃÄÉÃÆÅ � ÅÔ ÇÁÄÅÖ ÅËÉ ÂÉÍÁÉÅÎÃÅÂ Ï ~rj ygeegt ovx hilsijxojh hjejui s lsvngf ov oiose hji gy
k

vgnjh | svn zou� s
ljzesujf jvi gvem trjv sv ov�qhj vgnj ysoeh } ~rjm no�jl ov trour ljzesujfjvi irjm urgghj w

�



•
�  ² �²« �©� �¢®­ � �jejui irj vgnj t oir xljsijhi j�zjuijn ljf sovovx qziof j | ugvnoiogvjn gv oih uqlljvi qziof j }
� hiof sij ir oh pm j�sf ov ovx irj vgnj Òh rohiglouse hjhhogv iof jh }

•
¸®­� �¯� �« �¢´ � � �jejui irj vgnj t oir egvxjhi uqlljvi qziof j } ~roh oh irj hsf j sh � s� ��zjuisiogv trjv irj
qvnjlemovx hjhhogv iof j nohilopqiogv rsh njuljshovx ysoeqlj lsij }

• �« �¢´  £� �jejui irj vgnj t oir egvxjhi iof j qvioe vj�i ysoeqlj } ~roh lj�q oljh yqiqlj �vgt ejnxj | pqi zlgkonjh s
qhjyqe ugfzslohgv } �i oh irj gziof se hilsijxm trjv yqiqlj �vgt ejnxj oh sksoespej �hjj dzzjvno� d }�� }

ÓÎËÊÂÉÃÄ � ÅÔ ÇÁÄÅÖ ÅËÉ ÂÉÍÁÉÅÎÃÅÂ Ï

•
³ ­¨®´ ³�« £ ©�´ �­� µ³³¶ w � ou�

k
lsvngf ovoiose vgnjh } � rjv gvj ysoeh | ljzesuj oi t oir s qvoyglf �lsvngf

sksoesp ej vgnj }

•
¦  ¯¯¢ª� ¦ §�· �§�­©� ¸ ¢¯� � øokjv s lsv�ovx gy irj vgnjh | trjv sv ov�q hj vgnj ysoeh | ljzesuj oi t oir irj fghi
zljyjlspej sksoesp ej vgnj }

•
¬©�¢ª� ¦ §�· �§�­©� ¸ ¢¯� � øokjv s lsv�ovx gy irj vgnjh | trjv sv ov�qhj vgnj ysoeh | ljzesuj oi t oir irj fghi
zljyjlspej sksoesp ej vgnj } � rjv s vgnj pjugf jh sksoespej irsi Òh zljyjlspej ig gvj tj Òlj qhovx | ht oiur ig oi |
nohuslnovx irj ejshi zljyjlspej ov�qhj vgnj }

�v iroh hjuiogv | tj t oee shhqf j s lsvngf em glnjljn zljyjljvuj eohi urghjv svn ��jn si irj pjxovvovx gy jsur ilose }

ï ð	 
ßûú»¼
~rj ilsujh tj qhj slj hqffslo�jn ov ~spej � svn njhulop jn rjlj }

ôÕËÉ÷ÅÉÃÄ ÉÍÁÄÅÂ � �j qhj hjhhogv iof jh t oir �ã�
f(x) = aba/(x + b)a+1 toir j�zgvjvi

a = 1.5
svn

b
��jn hg

irsi irj nohilopqiogv rsh fjsv
30

f ovqijh qvejhh girjlt ohj hisijn } ~roh oh s hisvnsln �sljig nohilopqiogv | hr oyijn
bqvoih �t oirgqi irj hroyi | s vgnj tgqen pj xqslsvijjn ig pj qz ygl si ejshi

b
f ovqijh� } 
jitjjv jsur hjhhogv tj qhj

j�zgvjvioseem�nohilopqijn ngtviof jh t oir f jsv
2

f ovqijh }
ý ÇÁËÅÉ�Á� ÓÇÇ ýÁÃÍÂ ý ÃËÎ ���� � iroh nsis hji ugvhohih gy z ovxh hjvi jkjlm

15
f ovqijh p jitjjv see zsolh gy

200
�
400

�esvji�sp vgnjh ylgf �svqslm| ���� | ig �qvj | ���ä } �j ugvhonjl s vgnj ig p j qz ov gvj
15

�f ovqij ovijlkse
trjv si ejshi rsey gy irj zovxh hjvi ig oi ov irsi ovijlkse hquujjnjn } �v s vqfpjl gy zjlognh | see gl vjslem see � esvji�sp
vgnjh tjlj ngtv | fghi eo�jem nqj ig z esvvjn hmhijf qzxlsnjh gl f jshqljf jvi jllglh } ~g j�ueqnj irjhj ushjh | tj
Ø uejsvjnÙ irj ilsuj sh yg eegt h w ygl jsur zjlogn gy ngtviofj si s zsliouqesl vgnj | tj ljfgkj irsi z jlogn �o }j } tj
ugvhonjl irj vgnj qz nqlovx irsi ovijlkse� trjv irj skjlsxj vqfpjl gy vgnjh qz nqlovx irsi zjlogn oh ejhh irsv rsey
irj skjlsxj vqfpjl gy vgnjh qz gkjl see iof j } �j gpisovjn hof oesl ljhqeih t oirgqi irj uejsv ovx zlg ujnqlj }

�Å� ôÃÉÅÂ ��� � ~roh ilsuj oh pshjn gv �~~� lj�qjhih hjvi ylgf s hovxej fsurovj si �slvjxoj � jeegv ig
129

tjp
hoijh jkjlm

10
fovqijh ylgf �jzijfpjl | ��� �| ig dzloe | ���� } �ovuj irjlj oh gvem s hovxej hgqluj | vjitgl� ugvvjuiok oim

zlgpejf h vjsl irj hgqluj ljhq ei ov z jlognh trjv vjslem see vgnjh slj qvljsurspej } �j siijfzi ig ljfgkj hqur j�juih
qhovx irj hsf j rjqlohiou t oir trour tj uejsvjn irj � esvji�sp nsis }

� ÃÄÍÊÂÊÌÉ ý� Â ��� � ä �|��� njh�igz ��h t oirov � oulghgyi �glzglsiogv tjlj zovxjn jkjlm rgql ygl
35

nsmh
p jxovvovx �qem � | ���� }

�ËÈÉÅÇÇÁ ÁÔÔ ÇÃÄÁÉÃÊË� ÇÅÆÅÇ ÁÆÁÃÇÁ� ÃÇÃÉÕ ���� � �sur gy s hji gy �å |��ä �� snnljhhjh zsliouozsiovx ov irj øvqijees
z jjl�ig�z jjl � ej hrslovx vjitgl� tsh hjvi s ~�� ugvvjuiogv lj�qjhi jkjlm å f ovqijh ygl spgqi �� rgqlh ov � sm|
��� �} d rghi tsh f sl�jn sh qz trjv oi ljhzgvnjn t oir s ��¹ �d� toirov �� hjugvnh } ~rj fs{ gloim gy irghj rghih
tjlj qhqseem ngtv �hjj ~spej �� }

�ËÈÉÅÇÇÁ !ý �ÇÅÆÅÇ ÁÆÁÃÇÁ� ÃÇÃÉÕ ���� � ~roh oh irj hsf j sh irj zljkogqh ilsuj | j�ujzi s rghi tsh f sl�jn sh qz oy
oi ljiqlvjn s ~�� ��~ zsu�ji | ovnousiovx oi tsh vgi lqvvovx irj øvqijees szzeousiogv }

ï ð" ùà#½¾û¿àÝÞ ¼»¿½$
�j ispqesij urqlv ov sv jkjvi�pshjn hofqesigl trour zlg ujhhjh ilsvhoiogvh ov hisij �¨®Ð­|  ª ¢£ ¡£�| svn ¢­ Ú¯��
ygl jsur vgnj } �j seegt irj hjejuiogv sexgloirf ig ljsui offjnosijem syijl jsur ursvxj ov vgnj hisij } ~roh oh s
ljshgvspej hofzeo�usiogv ygl szzeousiogvh trour ljsui t oir ov spgqi å f ovqijh | hovuj irj iof j pjitjjv zovxh qhjn ig
zlgnquj irj ilsujh oh si ejshi iroh fqur }

�j sehg yjjn irj hj�qjvuj gy jkjvih �ilsvhoiogvh ig gl ylgf irj ¢­ Ú¯� hisij� ovig s hofzej hofqesigl gy irj
�rgln zlgig uge ovueqnjn t oir irj

i3
��å� ugnjpshj } �kjvih slj vgnj { govh svn ysoeqljh svn nsisxlsf h pjovx hjvi svn

�
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~spej �w ~rj ljse�tglen ilsujh qhjn ov iroh zszjl } ~rj eshi ugeqfv hsmh irsi
50� gy � esvji�sp vgnjh rsn s f jsv

iof j ig ysoeqlj gy
≥ 3.9
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ljujokjn } ãsisxlsf njeokjlm oh j�zgvjvioseem nohilopqijn t oir fjsv
50

fh pjitjjv see vgnj zsolh t oir vg eghh �qvejhh
irj ljuozojvi ysoeh troej irj nsisxlsf oh ov h oxri� } °vuj zjl hofqesijn hjugvn tj lj�qjhi irsi itg lsvngf ã�~
vgnjh

v1, v2
jsur lgqij s f jhhsxj ig irj gtvjl gy s hovxej lsvngf �jm

k
} ~rj ilose rsh ·  ¢£�¨ qvejhh pgir f jhhsxjh

sllokj si irj hsf j njhiovsiogv } �soeqlj nqj ig f jhhsxj eghh tsh spgqi sv glnjl gy f sxvoiqnj fglj ugffgv irsv
ysoeqlj nqj ig ovugvhohijvum �irj f jhhsxjh p jovx njeokjljn ig itg no�jljvi vgnjh� }

�v see ushjh | tj hz eoi jsur ilsuj ov rsey | ilsov irj ��jn hilsijxojh gv irj �lhi rsey | hofqesij irj hilsijxojh gv irj
trgej ilsuj | svn ljzgli hisiohiouh gv irj hjugvn rsey gvem} d ee z egih qhj si ejshi

10
iloseh svn hrgt

95� ugv�njvuj
ovijlkseh qvejhh girjlt ohj hisijn } �v z egih gy irj � oulghgyi svn øvqijees ilsujh | tj hsfzej

1000
lsvngf vgnjh ov

jsur ilose }
�v irj ljse�tglen ilsujh | irj zslsfjijl

k
ngjh vgi noljuiem ugvilge hmhijf ho�j ygl irj ��jn hilsijxojh | hovuj

hgf j vgnjh rskj j�ijvnjn ngtviof jh } ~g zlgkonj s ysoljl ugfzslohgv | tj zegi z jlyglfsvuj sh s yqvuiogv gy irj
 ª�§ � � ­Ú´ ¡�§ ®· ­®¨�¯ ¢­ Ú¯� ®ª�§ �¢´ �| ugvilgeejn p jr ovn irj hujvjh pm kslmovx

k
} �jz esujf jvi hilsijxojh rskj

sv snksvisxj irsi ir oh f jilou ngjhv Òi usziqlj w irj vqfpjl gy vgnjh ov qhj oh j�suiem
k

sh egvx sh
≥ k

vgnjh slj qz }

ï ði º »¼½¾¿¼
~rj ljhq eih gy iroh hjuiogv slj hrgtv ov � oxqljh ��� } ¹gij irsi ygl uesloim ov irj z egih | tj rskj hrgtv irj �ljyjljvuj
�ohi hilsijxojh hjzslsijem �� oxqlj � � }
ôÊÖ Å �ÁÂÃÄ ÔÍÊÔ ÅÍÉÃÅÂ
� oxqlj � hrgt h urqlv ov irj hmvirjiou �sljig hjhhogv iof jh sh s yqvuiogv gy

α
toir ��jn

k
| hg irsi

n = k/α
kslojh }

�jlj see ��jn hilsijxojh slj j�qoksejvi w hovuj see vgnjh rskj irj hsf j fjsv hjhhogv iof j | oi oh vgi zghhopej ig z ou�
gqi s hji gy vgnjh irsi oh ugvhohijviem xggn } �j usv sehg hjj irsi �svngf �jzesujf jvi oh ueghj ig � s� ��zjuisiogv
trjv

α
oh vgi hf see } d h gvj tgqen j�zjui | zjlyglf svuj oh p jhi trjv

α � 1
} �v iroh ushj | � s� ��zjuisiogv ngjh

fqur pjiijl irsv �� oviqoiokjem pjusqhj oi �vnh irj yjt vgnjh t oir kjlm egvx iof j ig ysoeqlj }
� oxqlj � sehg njfgvhilsijh irsi urqlv oh lgqxrem zlgzgliogvse ig ylsuiogv gy lj�qjhih ysoejn ov �rgln | ov irj

hmvirjiou svn � esvji�sp ilsujh } �v irj esiijl ushj | tj kslm irj vqfpjl gy vgnjh ov qhj
k

lsirjl irsv
n

| trour ljhq eih

ä
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j�l

� oxqlj � w �rqlv gy �svngf �jzesujf jvi ljesiokj ig girjl hilsijxojh w �Á� �� nokonjn pm irj pjhi hilsijxm| � s�
��zjuisiogv � �� � �shhokj �ljyjljvuj nokonjn pm �� � �Ä� duiokj �ljyjljvuj nokonjn pm �� }

ov fglj ysoeqljh sh
k

xlgt h hovuj lgqij ejvxirh ovuljshj sh
O(log k)

} ¹gi hrgtv oh irsi �� ljhqeih ov
3.3� egtjl f jsv

fjhhsxj esijvum ov �rgln ov irj � esvji�sp ilsuj } �j t oee hjj rgt urqlv s�juih girjl hmhijf h ov �juiogv � }
ÀÅËÅöÉ ÊÌ � ÅÔ ÇÁÄÅÖ ÅËÉ ÊÆÅÍ þ ÃÿÅ× ÂÉÍÁÉÅÎÃÅÂ
°vem ov irj øvqijees ilsujh ng irj p jhi ��jn hilsijxojh f siur irj zjlyglf svuj gy irj p jhi ljzesujfjvi hilsijxojh |
eo�jem hovuj irjhj ilsujh slj hoxvo� usviem hrglijl irsv irj girjlh �~spej �� } �v svm ushj | ��jn hilsijxojh slj ejhh
szzeouspej ov s zjjl�ig�zjjl hjiiovx nqj ig irj nmvsf ou zgzqesiogv }

�v irj girjl irljj ilsujh | irj p jhi ljzesujf jvi hilsijxojh g�jl s
1.3

�
5×

of zlgkjfjvi gkjl irj pjhi ��jn hilsijxm|
njzjvnovx gv

k
svn ovuljshovx t oir irj ejvxir gy irj ilsuj } ~roh hqxxjhih irsi nmvsf ouseem hjejuiovx vgnjh ygl

s egvx�lqvvovx nohilopqijn szzeousiogv tgqen pj tglirtroej trjv urqlv rsh s hq� uojvi ofzsui gv ughi gl hjlkouj
�qseoim}

�v irj � esvji�sp ilsuj | irj ��jn hilsijxojh slj zsliouqeslem zggl } ~roh oh zlof sloem nqj ig s zjlogn gy qvurslsuijl�
ohiouseem roxr urqlv ylgf esij °uigpjl qvioe jslem ãjujfpjl | ���� | ugovuonovx t oir irj � esvji�sp � � lgeegqi } ãqlovx
ir oh z jlogn | ��jn hilsijxojh rsn sv glnjl gy f sxvoiqnj roxrjl urqlv irsv si girjl z jlognh | troej irj ljzesujf jvi
hilsijxojh ovuljshjn pm gvem spgqi ä�� } � roej iroh oh ofzljhhokj gv irj zsli gy irj ljzesujf jvi hilsijxojh | irj lgeegqi
z jlogn f sm vgi p j ljzljhjvisiokj gy � esvji�sp sh s trgej } �jhilouiovx irj hofqesiogv ig irj

6
�f gvir zjlogn syijl

irj lgeegqi �� oxqlj � }ä� | irj hf sli ��jn hilsijxojh g�jl hgf j pjvj�i | svn irjlj oh ejhh hjzslsiogv pjitjjv hilsijxojh
ov xjvjlse } �gtjkjl | see gy irj ljzesujf jvi hilsijxojh slj hioee f glj j�juiokj irsv irj p jhi ��jn hilsijxm}
ÓÎËÊÂÉÃÄ ÂÉÍÁÉÅÎÃÅÂ
� oxqlj � �s� hrgt h irj urqlv gy �svngf �jzesujf jvi nokonjn pm irj urqlv gy � s� ��zjuisiogv | irj gkjlsee p jhi
hilsijxm �girjl irsv °ziof se | trour lj�qoljh yqiqlj �vgt ejnxj� } d h ov irj hmvirjiou nohilopqiogvh | �� Òh ljesiokj
z jlyglfsvuj oh tglhj ygl hfsee

k
| pqi oh qhqseem t oirov s ysuigl

2
gy � s� ��zjuisiogv }

� oxqlj � hrgt h urqlv qvnjl irj �ljyjljvuj �ohi hilsijxojh t oir s lsvngf zljyjljvuj glnjlovx ov irj � esvji�sp
ilsuj } duiokj �ljyjljvuj oh hof oesl ig | svn tglhj irsv | � o�jn �svngf } �viqoiokjem| ir oh oh p jusqhj pgir hilsijxojh
zsm ygl jkjlm ysoeqlj irsi g uuqlh gv s ��jn hji gy

k
vgnjh } dnnoiogvseem| suuglnovx ig gql nj�voiogv gy urqlv | duiokj

�ljyjljvuj zsmh ig snn zljyjlljn vgnjh sh hggv sh irjm ljugkjl }
~rj �shhokj �ljyjljvuj hilsijxm pjugf jh fglj hof oesl ig � o�jn �svngf sh

k
ov uljshjh } � roej oi ngjhv Òi zsm ygl

jkjlm ysoeqlj gv irj igz
k

vgnjh | oi oh qhqseem qhovx irghj vgnjh svn zsmh ygl fghi gy irj ysoeqljh }
� oxqljh � �p � svn �u� hrgt urqlv qvnjl irj �shhokj svn duiokj �ljyjljvuj �ohi hilsijxojh | ljhz juiokjem| nokonjn pm

irj urqlv gy �� } �� oh xjvjlseem
1.2

�
3×

pjiijl irsv �shhokj svn
2.5

�
10×

pjiijl irsv duiokj �ljyjljvuj }
�v irj vj�i hjuiogv | tj xokj fglj zljuohj oviq oiogv ygl î svn svsemhoh gy î irj no�jlovx zjlyglf svuj gy �� svn

�ljyjljvuj �ohi hislijxojh } �v �juiogv � tj t oee hrgt rgt irsi no�jljvuj s�juih hmhijf njhoxv }

å
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� oxqlj � w �ljyjljvuj �ohi hilsijxojh ov irj � esvji�sp ilsuj } ¹gij irj egx�husej
x

s� oh }

� �\ìë�ící
� rm ngjh zou�ovx s lsvngf ljzesujf jvi ygl jsur ysoejn vgnj zlgnquj fqur egtjl urqlv irsv qhovx s ��jn lsvngf
hji gy vgnjh | gl irj igz

k
vgnjh gv s zljyjljvuj eohi� �j svhtjl irsi �qjhiogv t oirov s higurshiou f gnje nj�vjn ov

�juiogv � }�} �j xokj oviq oiogv ygl trm �ljyjljvuj �ohi hilsijxojh slj sh psn sh � o�jn �svngf ov �juiogv � }� | svn
trm �� ngjh p jiijl ov �juiogv � }� }

°ql f sov svsemiouse ljhqeih slj ov �juiogv � }� } �j njlokj �� Òh j�zjuijn urqlv lsij | hrgt irsi oih urqlv njuljshjh
sh irj hjhhogv iof j nohilopqiogvh p jugf j fglj h�jtjn | svn hrgt irsi oy see vgnjh rskj j�qse fjsv hjhhogv iof j | ��rsh vg tglhj irsv it ouj irj urqlv gy svm ��jn gl �ljyjljvuj �ohi hilsijxm} �gtjkjl | oy irjlj slj kjlm yjt vgnjh t oir
roxr f jsv hjhhogv iof j | �� usv pj fqur tglhj }

	 ðñ ù¿Ý ú�û¼¿àú # Ý ó»¾
�j qhj irj yg eegt ovx ljvjtse zlg ujhh } �gl jsur vgnj

vi
| irjlj oh s nohilopqiogv gy hjhhogv iof jh t oir xokjv �ã�

fisvn fjsv
µi

} di iof j
0

see vgnjh slj qz } � sur vgnj nlst h s hjhhogv iof j
`1

ylgf oih nohilopqiogv ovnjz jvnjviem gy
see girjl vgnjh | ysoeh si iof j

`1
| ljugkjlh ovhisvisvjgqhem| nlst h svgirjl hjhhogv iof j

`2
| ysoeh si iof j

`1 + `2
| svn hg

gv qvioe irj jvn gy irj lqv si hgf j xokjv iof j
T

} �j t oee p j ovijljhijn ov irj j�zjuijn urqlv sh
T → ∞

}
�® ¯¢´« £¢· ¤ �Ñ � �²« ®¯¢�¢®­ � Ð� Ð¢£ £  ¯¯Ú´ �  £ £ ­®¨�¯ Ñ  ª� ��Ú £ ´ � ­ µ Ú­£�¯¯ ®�Ñ �§Ð ¢¯� ¯« �©¢� �¨�

	 ðï � à�»ó ûÞó � ß»�»ß»Þú»   à¼¿ ¼¿ßû¿»üà»¼
� o�jn hilsijxojh slj kjlm jshm ig svsem�j ov iroh f gnje } �ovuj vgnjh ljugkjl ovhisvisvjgqhem| gql nj�voiogv gy urqlv
ljnqujh ig 2

kT

iof jh irj vqfpjl gy ysoeqljh �1
k

ygl jsur ysoeqlj svn 1
k

ygl jsur ljugkjlm| vglf seo�jn pm iof j
T

� } d h
T → ∞

| irj vqfpjl gy ysoeqljh gv svm vgnj szzlgsurjh oih j�z juijn kseqj
T/µ

| hg irj igise vqfpjl gy ysoeqljh gv
irj

k
hjejuijn vgnjh szzlgsurjh Tk

µ

} ~rqh see ��jn hilsijxojh ljhqei ov j�zjuijn urqlv 2
kT · Tk

µ = 2/µ
}

¹gt ugvhonjl �shhokj � ljyjljvuj svn hqzzghj
S

oh irj hji gy
k

fghi zljyjlljn vgnjh } � o�j ��jn hilsijxojh | jsur
ysoeqlj gy hgf j vgnj

v ∈ S
usqhjh qh ig zsm 2

kT

ygl irj ysoeqlj svn ljzesujf jvi } �ovuj ljugkjlm oh ovhisvisvjgqh | irj
vj�i iof j ¯®´ � ®�Ñ �§ vgnj ysoeh |

v
fqhi p j oih ljzesujfjvi �si svm iof j irjlj t oee p j si fghi gvj vgnj ov

S
vgi

ov qhj� } d h
k

xlgt h | irj lsij gy ysoeqljh gy ov�qhj vgnjh xlgt h | hg tj ht oiur psu� ig
v

fglj svn fglj �qou�em} �v
zsliouqesl | irj zlgpspoeoim irsi tj ht oiur psu� ig

v
pjyglj oih vj�i ysoeqlj szzlgsurjh

1
} ~rqh | ygl eslxj

k
| �shhokj

�ljyjljvuj zsmh ygl vjslem jkjlm ysoeqlj gv
{v1, . . . , vk}

svn oih urqlv szzlgsurjh
2/µ

sehg }
duiokj �ljyjljvuj oh hof oesl | pqi oi zsmh ig ht oiur psu� ig

v
syijl oih ljugkjlm| mojenovx it ouj irj urqlv |

4/µ
}

	 ð	 ¡Þ¿½à¿àÝÞ �Ýß º ûÞóÝ# º »$ ¾ûú»# »Þ¿
�� Òh xggn zjlyglf svuj oh sv j�sfzej gy irj ueshhou Øtsoiovx iof j zslsng�Ù } � rjv �� zou�h s vgnj

vi
syijl s ysoeqlj |

irj ljz esujf jvi Òh iof j ig ysoeqlj �~~� � oh ­®� hofzem nlstv ylgf irj hjhhogv iof j nohilopqiogv
fi

} �sirjl | �� oh
�lgqxrem � hjejuiovx irj ©Ú§§�­� hjhhogv gy s lsvngf vgnj } ~roh oh h�jtjn igtslnh egvxjl hjhhogvh hovuj s vgnj hz jvnh
egvxjl ov s egvx hjhhogv irsv ov s hrgli gvj }

�



deijlvsijem| ugvhonjl hgf j vgnj ov irj hmhijf } dh oi zlg ujjnh irlgqxr s hjhhogv | irj zlgpspoeoim irsi oi rsh p jjv
zou�jn pm �� ovuljshjh | hofzem pjusqhj irjlj rskj pjjv fglj iof jh irsi oi tsh ugvhonjljn sh s zgijviose ljzesujf jvi }
~rqh | vgnjh t oir egvxjl qziof jh slj fglj eo�jem ig rskj pjjv zou�jn } dvn ygl ljseohiou nohilopqiogvh | vgnjh t oir
egvxjl qziof jh slj ejhh eo�jem ig ysoe hggv }


qi �� ngjh kjlm psnem trjv hispej vgnjh slj lslj } �qzzghj
k = 1

svn see vgnjh rskj j�zgvjviose hjhhogv
iof jh | gvj t oir f jsv

r � 1
svn

n − 1
toir f jsv

1
} � rjv �� hjejuih s vgnj | oih j�z juijn iof j ig ysoeqlj oh

1
n (r) + n−1

n (1) ≈ 1
trjv

n � r
| hg oih urqlv oh

2
} 
qi irj p jhi ��jn hilsijxm rsh f jsv ~~�

r
svn urqlv

2/r
}

d loxglgqh svn xjvjlse svsemhoh gy �� is�jh hgf j fglj tgl� svn oh irj hqp{ jui gy irj vj�i hjuiogv }

	 ð" ¢Þû¾£¼à¼ Ý � º ûÞóÝ# º »$ ¾ûú»# »Þ¿
�j vgt njlokj �� Òh urqlv lsij ov ijlf h gy irj hjhhogv iof j nohilopqiogvh svn

α
| shhqf ovx eslxj

n
svn

T
pqi vgi

shhqf ovx j�qse f jsvh �~rjgljf �� | svn hrgt irsi irj svsemhoh f siurjh hofqesiogvh jkjv ygl
n = 20

�� oxqlj ä� }
�lgf iroh tj hrgt irsi irj urqlv gy �� njuljshjh sh irj nohilopqiogvh p jugf j fglj Ø h�jtjnÙ ��glgeeslm �� } �j t oee
nj�vj iroh loxglgqhem| pqi sh sv j�sfzej | irj �sljig nohilopqiogv pjugf jh fglj h�jtjn sh irj j�zgvjvi zslsf jijl
a

njuljshjh ��� } � ovseem| tj hrgt irsi ygl svm hjhhogv nohilopqiogvh irsi rskj j�qse f jsv | �� rsh si fghi it ouj irj
j�zjuijn urqlv gy svm ��jn gl �ljyjljvuj �ohi hilsijxm ��glgeeslm �� }

~g hofzeoym irj svsemhoh | tj shhqf j vgnjh p jegvx ig sv slpoilsloem eslxj ugvhisvi vqfpjl
d

gy xlgqzh gy
n/dvgnjh | hqur irsi irj vgnjh t oirov jsur xlgqz

i
rskj irj hsf j hjhhogv iof j nohilopqiogv

fi
} dnnoiogvseem| gql svsemhoh

shhqf jh irsi irj hjhhogv iof j nohilopqiogvh rskj irj zlgzjlim irsi irj hmhijf ugvkjlxjh ig s hijsnm hisij | ov irj
ygeegt ovx hjvhj }
õ ÅöËÃÉÃÊË ¤ ¥¦§¨©ª«ª§¬­ ¸��

C
¡� �Ñ � ©ÑÚ§­ § ��  ­¨

Li
¡�   ¯�¯¯¢®­ �¢´ � ®· ­®¨�

i
©Ñ ®¯�­ Ú­¢· ®§´ £¤  � § ­¨®´ ®ª�§

 £ £ ¯�¯¯¢®­¯ ¢­   §Ú­ ®· £�­� �Ñ
T

� ¸�� § ­¨®´ ª §¢ ¡£�¯ Xi
 ­¨

Ri
¡� �Ñ � £�­� �Ñ ®· Li

 ­¨ �Ñ � ­Ú´ ¡�§ ®· §�¯�£�©�¢®­¯¨Ú§¢­� Li
� ± ¢­ £ £¤� £��

c = αn
2 ·E[C]

¡� �Ñ � �²« �©��¨ § �� ®· §�¯�£�©�¢®­¯ � �Ñ �­ �Ñ � ¯�¯¯¢®­ �¢´ � ¨¢¯�§¢¡Ú�¢®­¯ f1, . . . , fd §� hispej ¢· �Ñ �¤ Ñ  ª� � ­¢�� ´ � ­  ­¨ ª §¢ ­ ©�� E[C] > 0 �  ­¨
∀i �

Pr[(1 − ε)cXi ≤ Ri ≤ (1 + ε)cXi] ≥ 1 − ε

∀ε > 0 � α ∈ (0, 1)�  ­¨ ¯Ú® ©¢�­�£¤ £ §� �
n

 ­¨
T

�
~roh zlgz jlim oh ilok oseem ilqj ov irj �qvovijljhiovx � ushj irsi see vgnjh rskj j�zgvjvioseem nohilopqijn hjhhogv iof jh
t oir ugffgv fjsv } �j ugv{ juiqlj irsi ov ysui oi oh ilqj �qoij xjvjlseem} °ql fsov svsemiouse ljhqei oh irj ygeegt ovx }
¯÷ÅÊÍÅÖ ¤ ¸��

C
¡� �Ñ � ©ÑÚ§­ ¢­   �§¢ £ ®· £�­� �Ñ

T Ú¯¢­� ³  ­¨®´ ³�« £ ©�´ �­�� °· �Ñ � ­®¨� ¯�¯¯¢®­ �¢´ � ¨¢¯�§¢¥¡Ú�¢®­¯ (fi)
 §� ¯� ¡£�  ­¨

α ∈ (0, 1)� �Ñ �­  ¯ n, T → ∞� �[C]
¢¯ � ¢ª�­ ¡¤ �Ñ � Ú­¢�Ú� ¯®£Ú�¢®­ �®

E[C] =
2

αd

d
∑

i=1

1

µi

(

1 −
� [

exp

{

−
α

2(1 − α)
E[C] · Li

}])

,

ÐÑ �§� § ­¨®´ ª §¢ ¡£�
Li

Ñ  ¯ ¦�±
fi

�
ýÍÊÊÌ � �jj dzzjvno� d }�}

� oxqlj ä hrgt h sxljjf jvi gy iroh svsemhoh t oir s hofqesiogv ygl
n = 20

svn �sljig�nohilopqijn hjhhogv iof jh
t oir �ã�

f(x) = aba/(x + b)a+1
| sh ov � oxqlj �} �j kslm

a
svn ��

b
hg irsi

µ = 1
} �kjv irgqxr irj svsemhoh

shhqf jh eslxj
n

| oi no�jlh ylgf irj hofqesiogv pm
≤ 1.5� ov vjslem see ushjh | svn oh setsmh t oirov irj hofqesiogv Òh

95� ugv�njvuj ovijlkseh }
�j vj�i urslsuijlo�j irj urqlv gy �� ov ijlf h gy rgt Øh�jtjnÙ irj hjhhogv iof j nohilopqiogvh slj | ov irj hjvhj gy

irj �gljv� zsliose glnjl w
õ ÅöËÃÉÃÊË � ±¢ª�­ �Ð® § ­¨®´ ª §¢ ¡£�¯ X, X ′ ≥ 0

Ð¢�Ñ ²�±¯ F
 ­¨

F ′ � §�¯« �©�¢ª�£¤� Ð� ¯ ¤
X ′ � X

µ³
X ′

¢¯´ ®§� ¯´ �Ð �¨ �Ñ  ­ X µ¶ ÐÑ �­ �
[X ′] =

�
[X ] < ∞� �Ñ � ¦�±¯ ®· X

 ­¨
X ′

�² ¢¯��  ­¨ · ®§  £ £
y ∈ [0, 1]�

�
[X ′ |X ′ ≥ x′] ≥

�
[X |X ≥ x] ,

ÐÑ �§�
x′ = F

′−1(y)
 ­¨

x = F−1(y)
�

�
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� oxqlj ä w ��¶unkq��o ko� koknw��� �} �~uvo · �q~ �kvw �o¸ n�}pq�¶ p ���qv�suq��o ¹
n = 20

¹ ko�
α =

1

2

�

¹gij irsi
x′

svn
x

slj irj
y
ir zjlujvioej kseqjh gy

X ′
svn

X
| hg oviqoiokjem iroh nj�voiogv ugfzsljh irj isoeh gy irj

itg nohilopqiogvh }
°ql �lhi uglgeeslm hisijh irsi �� Òh j�zjuijn urqlv njuljshjh sh irj hjhhogv iof j nohilopqiogvh p jugf j fglj

h�jtjn }
�ÊÍÊÇÇÁÍÕ ¤ ¸��

C
 ­¨

C′
¡� �Ñ � �²« �©��¨ ©ÑÚ§­ ®· ³³  ¯ � ¢ª�­ ¡¤ �Ñ �®§�´ º Ú­¨�§ ¯�¯¯¢®­ �¢´ � ¨¢¯�§¢¡Ú�¢®­¯ (fi) ­¨

(f ′
i)
� §�¯« �©�¢ª�£¤�  ­¨ � ² �¨

α
� °·

f ′
i � fi

· ®§  £ £
i ∈ {1, . . . , d} � �Ñ �­ E[C′] ≤ E[C]

�
~rqh | ygl ��jn f jsv hjhhogv iof jh | irj ejshi h�jtjn nohilopqiogv î jhhjvioseem irj ushj irsi hjhhogv iof jh slj
njijlf ov ohiouseem j�qse ig irjol f jsv î oh irj tglhi ushj ygl �� } �v irj hz juose ushj irsi see f jsv hjhhogv iof jh slj
j�qse | tj rskj irj ygeegt ovx w
�ÊÍÊÇÇÁÍÕ � °· �Ñ � ¯�¯¯¢®­ �¢´ � ¨¢¯�§¢¡Ú�¢®­¯  §� ¯� ¡£�  ­¨ Ñ  ª� ��Ú £ ´ � ­ � ³³ »̄ �²« �©��¨ ©ÑÚ§­ ¢¯  � ´ ®¯� �Ð ¢©�
�Ñ � �²« �©��¨ ©ÑÚ§­ ®·  ­¤ � ² �¨ ®§ ¦ §�· �§�­ ©� ¸ ¢¯� ¯�§ ��� ¤ �
~rj zlggyh szzjsl ov dzzjvno� d }� }

¼ �½½ ëcbì]c_\í
�j rskj hjjv irsi �svngf �jzesujf jvi ugvhohijviem gqiz jlyglf h �ljyjljvuj �ohi hilsijxojh ��juiogv � }ä� jhhjvioseem
p jusqhj oi is�jh snksvisxj gy rjskm�isoejn hjhhogv iof j nohilopqiogvh ��juiogv �� } �v ir oh hjuiogv | tj hiqnm rgt irjhj
itg ueshhjh gy hilsijxojh ugf j qz ov ljse hmhijf h }

�j pjxov ov �juiogv � }� t oir s hofzej j�sfzej | svmushi hjlkjl hjejuiogv | ov trour irjlj slj vsiqlse svsegxojh
ygl hilsijxojh gv irj hzjuilqf pjitjjv �� svn �� | svn ngovx £�¯¯ tgl� �ov ijlf h gy gziof o�ovx esijvum� njuljshjh
urqlv } �v �juiogv � }� tj nohuqhh rgt itg ueshhjh gy zlgzghjn ã�~ igzgegxojh p jrskj eo�j duiokj � ljyjljvuj svn �� |
svn hrgt irsi lsvngf o�ovx irj �rgln igzgegxm njuljshjh irj ylsuiogv gy ysoejn egg�qzh pm

21� }
�v �juiogv � }� | tj hrgt rgt hilsijxojh hof oesl ig �� svn �� guuql ov gkjlesm fqeioushi iljj ugvhilquiogv } °ql

ljhqeih sehg zlgkonj yqlirjl ovhoxri ovig sv ovoioseem hqlzlohovx j�jui gphjlkjn pm ���� | irsi s lsvngf zsljvi hjejuiogv
sexgloirf tsh pjiijl irsv s ujlisov egvxjhi�qziof j rjqlohiou }

� ovseem| �juiogv � }� j�zegljh itg hilsijxojh ygl zesuovx ljzeoush ov ã�~h } d hoxvo�usvi no�jljvuj ov irjol shhg uosijn
f sovijvsvuj psvnt onir rsn pjjv zljkogqhem gphjlkjn pqi gvem zsliem j�zesovjn } �j hrgt irsi irj z jlyglf svuj
no�jljvuj oh sehg nqj ig p jrskogl kjlm ueghj ig �� ov gvj | svn �� ov irj girjl }

" ðñ ¢Þ£úû¼¿
~g xokj s hofzej ovhisviosiogv gy zljyjljvuj eohi hilsijxojh | ugvhonjl sv jvnrghi trour njholjh ig ugffqvousij t oir
svm gy s hji gy

n
suujzisp ej hjlkjlh } ~rj jvnrghi pjxovh pm ugvvjuiovx ig s lsvngf hjlkjl } � rjvjkjl oih uqlljvi

hjlkjl ysoeh | oi �qjlojh
m

lsvngf hjlkjlh svn ugvvjuih ig irj gvj ig trour oi rsh egtjhi esijvum} �gl
m = 1

| ir oh oh
�svngf �jzesujf jvi t oir

k = 1
vgnjh ov qhj | svn ygl

m = n
oi oh s �shhokj �ljyjljvuj �ohi hilsijxm t oir

k = 1
} �y

oi hjjf h qvljseohiou ig �qjlm see
n

hjlkjlh p jyglj zou�ovx s ljzesujf jvi | ugvhonjl irsi ljujvi tgl� sof h ig j� uojviem
zlgkonj irj hjlkouj gy �vnovx irj ueghjhi hjlkjl �� | � �� }

��
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j� l � pko nkqpo�w }v�¶ po�~��q q� �pv�pv
� oxqlj � w dvmushi hofqesiogv ljhqeih } ¹qfpjl gy ysoeqljh slj vglf seo�jn pm irj vqfpjl gy ysoeqljh t oir

m = 1
ov

irj zshhokj hjejuiogv ushj | trour uglljhzgvnh ig irj �svngf �jzesujf jvi hilsijxm}

�j hofqesijn irj ljhq eiovx vqfpjl gy ysoeqljh sh s yqvuiogv gy
m

ov jsur gy irj ilsujh ov s hofzej hofqesigl t oir
jkjvih si irj ejkje gy vgnj { govh svn ysoeqljh | sh ov �juiogv � } �gl irj � esvji�sp ilsuj | tj qhjn esijvuojh ljuglnjn
ov gvj hvszhrgi gy irj ilsuj Q | z esuovx irj jvnrghi si s lsvngf vgnj ov jsur ilose } �gl irj girjl ilsujh | tj qhjn
s lsvngf glnjlovx gv vgnjh svn hrgt gvem vqfpjl gy ysoeqljh �ygl trour see irsi fsiijlh oh irj ljesiokj glnjlovx
gy nohisvujh ylgf irj jvnrghi� } �j non vgi hofqesij irj f jursvohf pm trour irj vgnj gpisovh irj eohi gy zghhopej
hjlkjlh | trour ov zlsuiouj ugqen p j zlgkonjn pm �ygl j�sfzej� �� | � �� }

� oxqlj � �s� hrgt h irsi sh tj fgkj ylgf
m = 1

ig
m = n

| irjlj oh sv ovuljshj ov vqfpjl gy ysoeqljh gy p jitjjv
16� svn

71� | njzjvnovx gv irj ilsuj } ~rj njuljshj ygl eslxjl
m

ov � esvji�sp f sm pj nqj ig uglljesiogv pjitjjv
eguseoim svn iof j gy ysoeqlj �vgnjh ov hsf j hoij � }

�qzzghj vgt irsi irj jvnrghi ilojh ig suiokjem ofzlgkj oih hjlkjl hjejuiogv w ov snnoiogv ig z ou�ovx irj ueghjhi gy
m

lsvngf hjlkjlh trjv irj ov�q hj hjlkjl ysoeh | irj jvnrghi z jlognouseem zlgpjh
m

hjlkjlh svn | oy oi �vnh gvj ueghjl
irsv oih uqlljvi hjlkjl | ht oiurjh ig oi } ~g hiqnm iroh | tj ��

m = 10
pqi kslm irj lsij

r
gy irj zjlognou j�zgvjvioseem�

nohilopqijn suiokj zlgpjh | ov ijlf h gy irj j�zjuijn igise vqfpjl gy zlgpjh nqlovx irj jviolj ilsuj �hg irj yshijhi
lsij tj ijhi |

r = 100, 000
| uglljhzgvnh ig gvj suiokj ljhjejui jkjlm

7.6
f ovqijh ov irj � esvji�sp ilsuj gl jkjlm

2.2hjugvnh ov irj øvqijees ilsujh� } d h
r → ∞

| ir oh pjugf jh sv duiokj � ljyjljvuj �ohi hilsijxm} � oxqlj � �p � hrgt h s
fglj nlsf siou

2.2
�
4×

ovuljshj ov vqfpjl gy ysoeqljh } ¹gij irsi tj rskj vgi ugqvijn s ht oiur sh s ysoeqlj }
°y ugqlhj | ov pgir ushjh irjlj oh s ilsnjg� t oir esijvum �� oxqlj � �u�� } ~rj loxri zgovi ov irj ilsnjg� hzsuj

njzjvnh gv irj zsliouq esl szzeousiogv | pqi irjhj ljhqeih hrgt irsi tj hrgqen j�zjui hispoeoim ig hq�jl sh esijvum oh
p jiijl gziof o�jn | svn ugvkjlhjem irsi ngovx s eoiiej £�¯¯ tgl� oh sv jshm tsm ig ljnquj irj ysoeqlj lsij }

" ðï ¿À
 Þ»àü�á Ýß ¼»¾»ú¿àÝÞ
�v s ã�~ | jsur vgnj

v
oh shhoxvjn sv onjvio�jl

id(v)
ov irj ã�~ Òh �jmhzsuj } °tvjlhroz gy irj �jmh oh zslioiogvjn

sfgvx irj vgnjh } �v �rgln | s �jm
k

oh gtvjn pm irj vgnj trghj �ã fghi ueghjem ygeegt h
k

ov irj �fgnqesl� �jmhzsuj |
svn fghi girjl ã�~h slj hof oesl }

�sur vgnj ov s ã�~ fsovisovh eov�h ig ujlisov girjl vgnjh sh s yqvuiogv gy irj �ã h gy irj vgnjh } øjvjlseem irjhj
ugf j ov itg imzjh w ¯��Ú�­�¢ £ vjoxrpglh | hqur sh irj hquujhhgl eohi ov �rgln w jsur vgnj

v
fsovisovh eov�h ig spgqi

log n
vgnjh trghj �ã h slj ueghjhi ig

v Òh } ~rjhj slj qhjn ig f sovisov ugvhohijvum gy irj zslioiogv ovx gy irj �jmhzsuj
sfgvx vgnjh } �jugvn | vgnjh rskj £®­� ¥¨¢¯� ­ ©� vjoxrpglh | hqur sh irj �vxjl ispej ov �rgln | ig zlgkonj hrgli lgqijh
p jitjjv svm zsol gy vgnjh } �j t oee ugfzslj no�jljvi tsmh gy hjejuiovx egvx�nohisvuj vjoxrpglh }
õ ÅÉÅÍÖ ÃËÃÂÉÃÄ ÉÊÔ ÊÇÊÎÃÅÂ
�v irj �lhi ueshh gy igzgegxojh | qhjn ov �rgln ���� | �d¹ �� �� | svn girjlh | jsur vgnj

v
fsovisov h eov�h ig irj gtvjlh gy

ujlisov girjl �ãh trour slj s njijlf ovohiou yqvuiogv gy
v Òh �ã } �gl j�sfzej | �rgln Òh �jmhzsuj oh

{0, . . . , N−1}
| trjlj

N = 2160
| svn vgnj

v
fsovisovh eov�h useejn � ­� �§¯ ig irj gtvjlh gy

id(v)+2i(
fgn

N)
ygl jsur

i ∈ {0, . . . , (log2 N)−1}
}

Á��p��Â�knnw¹ �oqpv{o��p nkqpo��p� kvp q~p ¶ �o�¶u¶ ÃÄÄ k¶�o¸ Åy ��o¸� �o k �ok��~�q �} tuop �y ¹ xyy| ¹ q~p nk�q �o q~p qvk�p � �pu�p� q~p
353

o��p� �o q~�� �ok��~�q ·~��~ ~k�
≥ 50Æ �} �o n�oÇ� ko� ≥ 50Æ �} �uqn�oÇ� u� �

��
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� oxqlj å w ã�~ vjoxrpgl hjejuiogv hofqesiogv ov irj øvqijees ilsuj } �sur nsis zgovi oh irj skjlsxj gy
3

iloseh }

~roh ljhqeih ov eov�h ig
Θ(logn)

nohiovui vgnjh | trjlj
n

oh irj vqfpjl gy vgnjh ov irj hmhijf } �sur vgnj zjlognouseem
z jlyglf h egg�qz gzjlsiogvh ig �vn irj uqlljvi gtvjl gy irj szzlgzlosij �jm ygl jsur gy oih �vxjlh | qznsiovx oih eov�h
sh gtvjlhr oz ursvxjh nqj ig vgnj sllokseh svn njzsliqljh } �v �rgln | irj gtvjl gy s �jm

x
oh irj vgnj trghj �ã fghi

ueghjem ygeegt h
x

} ~rqh irj urgouj gy jsur �vxjl
i

ygl s vgnj
v

usv pj njhulop jn sh sv duiokj �ljyjljvuj �ohi hilsijxm
t oir

k = 1
vgnjh ov qhj | trjlj irj zljyjljvuj glnjlovx lsv�h s vgnj

w
suuglnovx ig irj nohisvuj ylgf

id(v) + 2i
ig

id(w)
}

� ÁË×ÊÖ ÃÈÅ× ÉÊÔ ÊÇÊÎÃÅÂ
�v irj hjugvn ueshh gy igzgegxojh | eov�h slj urghjv lsvngf em} �mfzrgvm ���� tsh irj �lhi njhoxv ig j�zeouoiem urgghj
lsvngf vjoxrpglh | pqi f svm girjl igzgegxojh rskj jvgqxr qvnjlemovx hj� opoeoim ���� irsi ilok ose f gno�usiogvh gy irj
gloxovse njhoxv seegt irjf ig urgghj ylgf fsvm zgijviose egvx�nohisvuj vjoxrpglh } �gl j�sfzej | s vsiqlse tsm ig
lsvngf o�j �rgln oh ig hjejui irj

i
ir �vxjl sh irj gtvjl gy s lsvngf �jm ov

{id(v)+2i, . . . , id(v)+2i+1}
} � rjv irsi

eov� ysoeh | tj usv urgghj s vjt lsvngf vjoxrpgl ov irj hsfj lsvxj } âvhqlzlohovxem| ir oh hilsijxm oh jhhjvioseem �� }
ôÃÖÈÇÁÉÃÊË ÍÅÂÈÇÉÂ
�j hofqesijn irjhj itg kslosvih gy �rgln qhovx irj hofqesigl svn fjirgngegxm njhulop jn ov �juiogv � }� } �v jsur
ilose tj hsfzejn

n
lsvngf vgnjh ylgf irj øvqijees dzz�ejkje ilsuj svn hofqesijn s lqv gy �rgln gkjl irghj

nvgnjh | t oir njijlf ov ohiou svn lsvngf vjoxrpgl hjejuiogv } �ovuj fghi gy irj vgnjh slj qhqseem ngtv | tj zegi ljhq eih
sh s yqvuiogv gy

ñ
| irj skjlsxj vqfpjl gy vgnjh qz } � oxqlj å hrgt h irsi t oir

ñ ≈ 212
| irj lsvngf o�jn igzgegxm rsh

spgqi
21� yjtjl ysoejn lj�qjhih nqj ig irj egtjl �vxjl ysoeqlj lsij }

�jkjlse snksvisxjh gy vgv�njijlf ovohiou igzgegxojh slj tjee �vgtv | fghi vgispem irj sp oeoim ig qhj zlg�of oim
vjoxrpgl hjejuiogv ig ljnquj esijvum ���� } �v irj tgl� fghi hof oesl ig iroh hjuiogv | �jneoj ji se ���� q hjn �gvxjhi
âziofj ygl �vxjl hjejuiogv } �v irj hsf j øvqijees ilsuj | irjol hofqesiogvh hrgtjn s

42� ljnquiogv ov f sovijvsvuj
psvnt onir trjv ugfzsljn ig s zlg� of oim�gziof o�ovx vjoxrpgl hjejuiogv hilsijxm| sepjoi si irj ughi gy ovuljshovx
esijvum pm

50� } �v ugvilshi | trsi tj roxr eoxri rjlj oh irsi �Ñ � ®ª�§£ ¤ £¢­´¯ ©Ñ ®¯�­ ¡¤ § ­¨®´ ¢É �¨ �®« ®£®� ¢�¯  §�
¢­Ñ �§�­�£¤ ´ ®§� ¯� ¡£� �Ñ  ­ ¨���§´ ¢­¢¯�¢© ®­�¯� �ª�­ Ð¢�Ñ ®Ú� �²« £¢©¢�£¤ « ¢©´ ¢­� ­�¢�Ñ ¡®§¯ ¡ ¯�¨ ®­ �Ñ �¢§ �²« �©��¨
¯� ¡¢£¢�¤ �

" ð	 ò ½¾¿àúû¼¿
�v ir oh hjuiogv tj hofqesij rgt zljyjljvuj eohi hilsijxojh usv s�jui irj hispoeoim gy gkjlesm fqeioushi iljjh | t oirov s
ueshh gy sexgloirf h sehg hiqnojn pm �lozsvon�qeurso ji se ���� }
ôÃÖÈÇÁÉÃÊË ÂÅÉÈÔ
�j njse t oir s hovxej�hgqluj fqeioushi iljj } ~rj lggi oh setsmh zljhjvi t oirgqi ysoeqlj } � rjv s vgnj

v
{ govh | oi

ugvisuih
m

lsvngf hqoisp ej vgnjh } d vgnj oh ¯Ú¢� ¡£� ygl
v

trjv oi oh ugvvjuijn ig irj iljj | rsh sksoespej psvnt onir
ygl svgirjl uroen | svn

v
rsh vjitgl� ugvvjuiok oim ig oi } ~rj vgnj irjv zou�h gvj gy irghj

m
vgnjh sh oih zsljvi

ov irj iljj | suuglnovx ig gvj gy hjkjlse hilsijxojh tj t oee njhulopj fgfjvisloem} � rjvjkjl s vgnj ysoeh | jsur gy oih

��
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j} l ¾��p }k�nuvp vkqp kq pk�~ �p�q~�} q~p qvpp �o k sk� �k�p }�v ÃÃ
� oxqlj � w � qeioushi hofqesiogv ljhqeih }

njhujvnsvih j�zjlojvujh sv ¢­��§§Ú« �¢®­ ov irj rmzgirjiouse fqeioushi hiljsf | svn ljzjsih irj { gov zlg ujnqlj } ~rqh
s ysoeqlj vjsl irj lggi f sm nohlqzi irj hilquiqlj gy s eslxj hqpiljj }

�j qhj irljj hilsijxojh ygl hjejuiovx irj zsljvi sfgvx irj
m

hqoisp ej vgnjh w ��� irj vgnj t oir ¸®­� �¯� �« �¢´ � �
��� irj vgnj si � ¢­¢´Ú´ � �« �Ñ ylgf irj lggi � gl ��� irj vgnj trour tgqen ljhqei ov irj � ¢­¢´Ú´ ¸ ��­©¤ segvx
v Òh zsir irlgqxr irj iljj ig irj lggi } ~rj �lhi itg hilsijxojh tjlj sehg hofqesijn ov ���� }

âvygliqvsijem| tj ugq en vgi ijhi qvnjl irj ilsuj svn vgnj psvnt onir pgqvnh qhjn ov ���� hovuj irjol nsis oh vgi
zqpeouem sksoesp ej } �v hijsn | tj qhj irj � esvji�sp ilsuj t oir qvoyglf vgnj uszsuoiojh w jsur usv is�j si fghi

d = 4uroenljv qvejhh girjlt ohj hisijn } �j qhj � esvji�sp esijvuojh sh ov irj zljkogqh hjuiogv } �gl � }å�� gy vgnj�zsolh
(v, w)

| irj z ovxh ylgf
v

ig
w

ysoejn } ~roh zlgnqujh ugfzeousiogv w trjv s vgnj
v

{ govh irjlj f oxri p j vg vgnj ov irj
iljj trour usv suujzi svgirjl ur oen svn trour

v
usv ugvisui } �v iroh ushj tj rskj

v
tsoi s lsvngf sfgqvi gy iof j

ov
[0.5, 1.5]

hjugvnh svn irjv ljilm} �qur jkjvih slj j�iljf jem lslj w gv em �� � gy gkjl �� f oeeogv igise zsljvi�hjejuiogv
gzjlsiogvh ov irj hofqesiogvh qhjn ig zlgnquj � oxqlj � vjjnjn ig pj ljilojn } � ovseem| tj vgij s f ovgl no�jljvuj
p jitjjv gql hofqesiogv svn irsi gy ���� w tj rskj s vgnj �qjlm

m
hqoisp ej zsljvih svn zou� irj pjhi | lsirjl irsv

�qjlmovx
m

vgnjh | � eijlovx gqi irj qvhqoispej gvjh | svn zou�ovx irj pjhi }
�j ljzgli irj igise vqfpjl gy ovijllqziogvh } dnnoiogvseem| tj zjlognouseem hsfzej irj iljj rjoxri �f s�ofqf

vqfpjl gy rgzh ylgf lggi ig s ejsy � svn igise esijvum �hqf gkjl see vgnjh gy irj esijvum irlgqxr irj iljj ig irj
lggi� } �j is�j irj f jsv gy irjhj f jilouh gkjl see hsfzejh t oir ov jsur ilose | svn �vseem is�j irj fjsv gkjl see iloseh }
� ÅÂÈÇÉÂ
�j pjxov pm nohuqhhovx irj � ov �sijvum hilsijxm} �j t oee irjv ugv�lf svn g�jl snnoiogvse ovijlzljisiogv gy itg
ljhqeih gy ���� ljxslnovx irj � ov ãjzir svn �gvxjhi âziofj hilsijxojh }

� oxqlj � �s� hrgt h irsi gziof o�ovx esijvum pgir rjezh svn rqlih irj vqfpjl gy ovijllqziogvh } ~rj ushj
m = 1

oh
lsvngf zsljvi hjejuiogv } d h tj pjxov ovuljshovx

m
| f ov of o�ovx esijvum ig irj lggi rsh irj honj j�jui gy ljnquovx iljj

rjoxri | trour ljnqujh irj vqfpjl gy ovijllqziogvh p jusqhj irjlj slj yjtjl gzzgliqvoiojh ygl ysoeqlj segvx s vgnj Òhzsir ig irj lggi } 
qi ygl
m ≥ 4

irj iljj rjoxri oh jhhjvioseem ugvhisvi �� oxqlj � �p �� svn irj iljjh p jugf j ejhh hispej w

��



irj irjlj slj
26� fglj ovijllqziogvh si

m = 353
irsv si

m = 4
} �j ygqvn irjlj tjlj

34� fglj ovijllqziogvh ygl s
f s�ofqf gy

d = 2
uroenljv svn

10.4� fglj ygl
d = 8

�vgi hrgtv� }
~rj ovijlogl hilquiqlj gy irj iljjh ljkjseh irj zlg� of sij usqhj gy iroh ovuljshjn ovhisp oeoim} � oxqlj � �n� hrgt h

irsi hfseejl
m

suiqseem ljhqeih ov fglj hispej vgnjh ueghjhi ig irj lggi | trjlj ysoeqljh s�jui irj fghi njhujvnsvih |
troej

m = n
ngjh s zggljl { gp gy xjiiovx irj p jhi vgnjh vjsl irj lggi }

�j uesof irsi irj q eiof sij usqhj gy iroh ovuljshj ov ysoeqlj lsij ygl irj � ov �sijvum hilsijxm oh nqj ig irj
�ljyjljvuj �ohi j�jui } ~rj ushj oh vgi sh uejsl sh ov irj zljkogqh j�sfzejh w jkjv t oir

m = n
irj iljjh zlgnqujn

slj vgi njijlf ov ohiou hovuj irj vgnjh lj�{ gov syijl sv svujhigl ysoeqljh ov lsvngf glnjl } �gtjkjl | ugvhonjl irj
≤ duroenljv gy hgfj vgnj

v
ov irj iljj } dyijl gvj gy irj uroenljv ysoeh | jkjviqseem s vjt uroen t oee { g ov } � oir

m = n
irj

vjt uroen oh eo�jem ig pj s vjslpm vgnj | troej t oir
m = 1

irj vjt uroen oh hjejuijn fglj eo�j �� } ~rjv t oir
m = 1tj hrgqen j�zjui irj uroenljv gy

v
ig p j fglj hispej | svn rjvuj

v Òh xlsvnuroenljv t oee j�zjlojvuj yjtjl ovijllqziogvh }
~g ijhi iroh rmzgirjhoh | oy irj vgnjh rsn hjhhogv iof j nohilopqiogvh ov trour �svngf �jzesujf jvi z jlyglf jn

Ð®§¯� irsv �ljyjljvuj �ohi hilsijxojh | zjlyglf svuj hrgqen ¢´« §®ª� sh
m → n

} 
m �glgeeslm �| hqur sv �qvljseohiou�
psn ushj oh trjv vgnj hjhhogv iof jh slj jhhjvioseem ugvhisvi | j }x } qvoyglf ov

[9, 11]
} � oxqljh � �j� svn �y � hrgt irsi ov

ir oh ushj | vqfpjl gy ovijllqziogvh oh ovnjjn s fgvgigvouseem njuljshovx yqvuiogv gy
m

svn irjlj slj slj tglhj vgnjh
vjsl irj lggi trjv

m = 1
}

�j vgt nohuqhh itg ljhqeih gy �lozsv on�qeurso ji se ���� } � olhi | ov ijhih qhovx s ��jn
m

| irjm ygqvn irsi � ov
ãjzir pjhi gziof o�jn hispoeoim sfgvx irj hilsijxojh irjm ijhijn | trour � oxqlj � �s� ugv�lf h } �vijljhiovxem| tj �vn
irsi jkjv � ov ãjzir pjvj�ih ylgf hgf j lsvngf o�siogv sh tjee | hrgt ovx

13� yjtjl ovijllqziogvh si
m = 16

irsv
m = 353

}
�jugvn | �lozsvon�qeurso ji se ���� ygqvn oi hqlzlohovx irsi irj �gvxjhi âziofj zsljvi hjejuiogv zjlyglf jn fglj

zgglem irsv lsvngf hjejuiogv �
m = 1

� ov f svm ushjh | svn irjm njijlf ovjn irj usqhj tsh irsi oi pq oei fqur iseejl
iljjh } �j gpisovjn hof oesl ljhq eih ov � oxqlj � �s� ygl

m > 32
} �gtjkjl | tj sehg �vn irsi qhovx �gvxjhi âziof j |

irj vgnjh vjsl irj lggi slj ejhh hispej irsv ov irj
m = 1

ushj �� oxqlj � �n �� } �v ysui | �gvxjhi âziof j oh vgi �q oij
gziof o�ovx irj loxri f jilou w ovijllqziogvh njzjvn vgi gvem gv irj zsljvi Òh hisp oeoim| pqi gv irj hisp oeoim gy see vgnjh
gv irj zsir ig irj lggi } ~rqh | x okjv irj ljhq eih gy ir oh zszjl | oi hrgq en vgi pj hqlzlohovx irsi lsvngf hjejuiogv
�trour | lsirjl irsv pjovx sxvghiou | ngjh s njujvi { gp gziof o�ovx ygl irj §¢�Ñ � f jilou� usv pj pjiijl irsv �gvxjhi
âziofj }

" ð" ¿À
 ß»$ ¾àúû $ ¾ûú»# »Þ¿
�v iroh hjuiogv | tj ugfzslj itg hilsijxojh | ³ ®®� � �� svn � ¢§�©�®§¤| ygl z esuovx � ej ljzeoush ov nohilopqijn rshr ispej�
pshjn higlsxj hmhijf h } ~rj fjilou tj hiqnm oh irj lsij si trour vjt ljz eoush rskj ig p j uljsijn | trour noljuiem
s�juih irj f sovijvsvuj psvnt onir gy irj hmhijf }

�v ugvilshi t oir irj girjl szzeousiogvh tj nohuqhh | s higlsxj hmhijf rsh z jlhohijvi hisij } ~rqh | s vgnj ysoeqlj
f sm pj �§ ­¯¢�­� ov irsi irj vgnj ljugkjlh t oir qhjyq e ljz eoush | ygl j�sfzej oy irj ysoeqlj tsh s vjitgl� gqisxj gl
s ljpggi } �ovuj gql ilsujh ng vgi ovueqnj ovyglf siogv spgqi irj usqhj gy ngtviof j | tj t oee shhqfj irsi ljugkjljn
vgnjh ovueqnj vg gen hisij } ~roh shhqfziogv t oee szz em ig pgir zesujfjvi hilsijxojh irsi tj ugfzslj } � gljgkjl |
tj t oee zlgkonj jkonjvuj irsi irj j�juih tj njhulop j tjlj zljhjvi ov jkseqsiogvh trour igg� ilsvhojvi ysoeqljh ovig
suugqvi �ä |��� } �jj �ä | �� � ygl s njisoejn nohuqhhogv gy rsvneovx ilsvhojvi ysoeqljh | sh tjee sh kslogqh ilsnjg� h p jitjjv
irj �ggi �ji svn ãoljuiglm hilsijxojh trour tj ng vgi nohuqhh rjlj }

�v s ã�~ | vgnjh slj shhoxvjn onjvio�jlh ��ãh� ov s �jmhzsuj } �sur �ej gl gp{ jui
o

higljn ov irj ã�~ oh sehg
shhoxvjn s �jm

key(o)
} ~rj vgnj trghj onjvio�jl fghi ueghjem ygeegt h

key(o)
hjlkjh sh irj gp{ jui Òh ugglnovsigl gl

§®®�
r(o)

} �gl ljnqvnsvum| hgf j vqfpjl
k

gy ljz eoush gy
o

slj higljn gv hgf j hji gy vgnjh }
�ÊÊÉ ôÅÉ ÂÉÍÁÉÅÎÕ
~rj �lhi hilsijxm ygl z esuovx irghj ljz eoush oh q hjn ov heoxriem kslmovx yglf h pm ã�shr ��� | �d�~ ���� 
sfpgg ���� |
svn ~gise �jusee �ä� | sfgvx girjlh w zqi ljzeoush gv irj

k
vgnjh trghj �ãh fghi ueghjem ygeegt

key(o)
| gl irj Ø lggi

hjiÙ } �z juo�useem| trjv s vgnj ov irj lggi hji ysoeh | tj snn irj vj�i ueghjhi ig irj hji | usqhovx gvj ljzeousiogv � trjv
s vgnj { govh t oir sv �ã irsi zesujh oi ov irj lggi hji | s ljzeous gy

o
oh hjvi ig oi svn tj nlgz irj ljzeous gv irj vgnj

trghj �ã tsh yslirjhi ylgf
key(o)

| sxsov usqhovx gvj ljzeousiogv } ¹gij irsi irj lggi hji oh j�suiem irj hji gy ov�qhj
vgnjh qvnjl sv duiokj �ljyjljvuj �ohi hilsijxm t oir s hisiou zhjqnglsvngf zljyjljvuj eohi | hov uj irj ã�~ vgnjh
imzouseem urgghj �ãh sh s rshr gy irjol �� snnljhh } âveo�j irj szzeousiogvh ig svmushi svn fqeioushi | irj zljyjljvuj
glnjl rjlj oh vgi s qhjl�gphjlkspej fjilou eo�j esijvum| pqi lsirjl oh nohisvuj ov irj ã�~ Òh �jmhzsuj }

��



õÃÍÅÄÉÊÍÕ ÂÉÍÁÉÅÎÕ
~rj hjugvn ueshh gy hilsijxojh oh qhjn pm �jsirjlhzggv ji se ���� svn gziogvseem ov ~gise �jusee �ä� } ~rj lggi gy irj
gp{ jui

o
higljh s noljuiglm gy uqlljvi eg usiogvh gy ljz eoush gy

o
| trour f sm pj gv svm vgnj ov irj hmhijf } � rjv s

ljzeous Òh vgnj ysoeh | irj lggi hjejuih s lsvngf vjt vgnj gv trour ig zesuj s ljzeous } ~rj noljuiglm oh shhqf jn ig pj
hfsee ljesiokj ig irj ho�j gy sv gp{ jui ljz eous | hg irj ughi gy ljzeousiovx oi �j }x }| pm qhovx irj �ggi �ji hilsijxm� oh
vjxeox opej }
� ÅÂÈÇÉÂ
�j zjlyglf jn s hofzej hofqesiogv gy trjlj irjhj hilsijxojh tgqen zesuj ljzeoush | svn irj ljhqeiovx f jsv vqfpjl gy
ljzeousiogv gzjlsiogvh } �j non vgi hofqesij irj suiqse ã�~ zlgig uge | svn sh ov gql girjl hofqesiogvh | jkjvih slj gv
irj ejkje gy vgnj { gov h svn ysoeqljh }

�j �vn irsi oy tj lsv s ã�~ gkjl see irj vgnjh ov irj � esvji�sp ilsuj | t oir
k = 8

ljzeoush zjl � ej | irj lggi hji
� ej zesujfjvi hilsijxm tgqen ovuql

≈ 7.3×
sh f svm ljz eousiogvh sh irj noljuiglm�pshjn hilsijxm} �v ysui | oi oh vgi

rsln ig hjj irsi irj vqfpjl gy ljz eousiogvh oh zlgzgliogvse ig gql nj�voiogv gy urqlv | hg irj lsiogh ygl kslogqh
k

usv
pj gpisovjn ylgf � oxqlj � �u� }

�gtjkjl | ir oh ljhqei f sm pj zjhhof ohiou pjusqhj ov irj �ggi �ji hilsijxm sh tj rskj nj�vjn oi | irj sllokse gy
hgf j vgnj

v1
ov irj lggi hji usqhjh irj ¨�£��¢®­ gy irj ljzeous gv hgf j vgnj

v2
} �v ysui | irsi ljzeous tgqen pj qhjyqe |

ygl j�sfzej oy
v1

ysoejn sxsov } �jesijnem| sh rsh pjjv vgijn ���� | �ggi �ji rsh ig ng irj tgl� gy snnovx irj ljz eous ig
v1

| troej ã oljuiglm oh qvs�juijn pm vgnj sllokseh } ~g jeof ovsij pgir gy irjhj urslsuijlohiouh | hqzzghj tj fgnoym irj
�ggi �ji hilsijxm hg irsi trjv s vgnj sllokjh tj ejskj irj ljz eous hji qvursvxjn | pqi trjv s vgnj ysoeh tj zesuj
s ljzeous sh p jyglj gv irj vgnj trghj �ã oh ueghjhi ig

key(o)
irsi ngjh vgi seljsnm rskj s ljzeous } �v iroh ushj | irj

itg hilsijxojh slj fglj ugfzslspej hovuj irjm pgir uljsij ljzeoush gv em ov ljhzgvhj ig vgnj ysoeqljh } ~rj fgno�jn
�ggi �ji oh s �shhokj � ljyjljvuj �ohi hilsijxm| svn t oir

k = 8
ljzeoush ov irj � esvji�sp ilsuj hioee ljhqeih ov it ouj sh

f svm ljzeousiogvh sh irj ãoljuiglm hilsijxm �� oxqlj � �p �� }
�shi hiqnojh �ä | å | ��� sehg gphjlkjn yjtjl ljzeousiogvh ov irj noljuiglm�pshjn hilsijxm} d eirgqxr gql hofqesiogvh

slj ugvhonjlsp em hofzeo�jn | tj vgij irsi �ä | å | ��� snnoiogvseem ygqvn irsi irj ãoljuiglm hilsijxm ljhq eijn ov tglhj
egsn psesvuj irsv �ggi �ji } ~roh oh s rseef sl� gy �� Òh xggn zjlyglfsvuj w sh zjl irj oviqoiogv gy �juiogv � }� | sh s
vgnj zlg ujjnh irlgqxr s hjhhogv | oi ljujokjh fglj svn fglj ljzeoush | svn �ov ljseohiou nohilopqiogvh� sehg p jugf jh ejhh
eo�jem ig ysoe }

�v ugvueq hogv | irjlj slj fqeiozej ljshgvh ygl ã oljuiglm Òh p jiijl zjlyglf svuj w qvfgno�jn �ggi �ji ljzeousijh ov
ljhzgvhj ig hgf j vgnj { govh | svn ov ~gise �jusee irj noljuiglm�pshjn hilsijxm tsh z jlyglf ovx es�m ljzeousiogv ig
f sh� ilsvhojvi ysoeqljh troej irjol �ggi �ji esu�jn irsi gziof o�siogv } �gtjkjl | gql ljhqei hrgt h irsi   « §�ª¢®Ú¯£¤
Ú­§�©®�­¢É �¨ «  §� ®· �Ñ � ¨¢Û �§�­©� ¢¯ �Ñ  � �Ñ � � ¢§�©�®§¤ ¯�§ ��� ¤ §�¯Ú£�¯ ¢­ ¢­Ñ �§�­�£¤ · �Ð �§ ­®¨� §�« £¢©  ·  ¢£Ú§�¯}

Ê Ë cíbaííc_\
� ÷ÅË ÌÊÈÇ× ÊËÅ ÈÂÅ � ÁË×ÊÖ � ÅÔ ÇÁÄÅÖ ÅËÉÍ
dh tj rskj hjjv ov �juiogv � | �� szzjslh ov s kslojim gy ljse hmhijf h } °ql ljhqeih slj irqh qhjyqe ov p jiijl njhulopovx
irj zjlyglf svuj gy irghj hmhijf h }

�gtjkjl | oy s hmhijf njhoxvjl tjlj ovijviogvseem ofzejf jviovx vgnj hjejuiogv ig f ovof o�j urqlv | irj ljhqeih gy
�juiogv � hrgt irsi �gvxjhi âziof j g�jlh hgf jtrsi p jiijl z jlyglf svuj } �h irjlj svm ushj ov trour tj tgqen
ovijviogvseem z ou� ���

~rjlj slj hjkjlse ushjh ov trour �� tgqen pj jshojl ig ofzejf jvi svn f sm g�jl s pjiijl ilsnjg� pjitjjv urqlv
svn hmhijf ugfzej� oim} �gl j�sfzej | trjv ysoeqljh slj nqj ig irj vjitgl� | oi f sm pj rsln ygl s vgnj

v
ig njijlf ovj

trjv oi rsh ØysoejnÙ svn irqh ljzgli oih qziof j } �y
v

vgioujh s nlgzzjn ugvvjuiogv ig hgf j girjl vgnj
w

| ir oh f sm
pj nqj ig irj njzsliqlj gy

w
gl s zlgpejf gv irj vjitgl� zsir pjitjjv

v
svn

w
}

�kjv trjv oi oh jshm ig njijlf ovj irj qziof j gy s vgnj | irjlj f sm pj ovujviokj ygl vgnjh ig eoj spgqi irjol
qziof j ig gpisov pjiijl hjlkouj | hqur sh yshijl � ej ilsvhyjl ov s ��� �ej nohilopqiogv hmhijf } �v iroh ushj | �� tgqen
pj fglj lgpqhi ig f ohp jrskovx zjjlh irsv �â }

� ovseem| oy tj slj njseovx t oir s zlgig uge irsi rsh seljsnm pjjv hisvnslno�jn | irjlj fsm pj vg hqzzgli ygl �qjlmovx
s vgnj Òh qziof j } d ueojvi ugqen zgijvioseem ofzejf jvi �� vgnj hjejuiogv î ig zou� ã¹� hjlkjlh | ygl j�sfzej î
toirgqi hqzzgli ylgf irj zlgiguge svn hioee gpisov ljshgvspej hispoeoim}

�ä



� ÷ÁÉ Á� ÊÈÉ ÇÊÁ× �ÁÇÁËÄÅÍ
�v see j�juiokj vgnj hjejuiogv hilsijxojh | ovueqnovx �� | hispej vgnjh slj qhjn fglj gv skjlsxj } � rsi z jlyglf svuj
usv tj j�zjui ov irj ugvij�i gy s hrsljn ovylshilquiqlj eo�j � esvji�sp | trjlj qhjlh f oxri ugfzjij ygl gkjlqioeo�jn
hisp ej vgnjh�

~rj zslsf jijl
α

| irj ylsuiogv gy vgnjh vjjnjn | xokjh s tsm ig svsem�j irj igise urqlv j�zjlojvujn pm see qhjlh w
tj usv is�j

α
ig p j irj qioeo�siogv gy irj nohilopqijn hmhijf sh s trgej } �gtjkjl | gql ljhq eih ng vgi snnljhh ysolvjhh

p jitjjv qhjlh | trour tj ejskj ig yqiqlj tgl� }

Î ÏÐ ëì]Ð` Ñ_^Ò
�v irj hzjuose ushj gy ovhisvisvjgqh ljugkjlm iof jh | irjlj oh s zljuohj uglljhzgvnsvuj pjitjjv gql fgnje gy urqlv
��juiogv � }�� svn zsxj ljz esujf jvi ov s itg�ejkje f jfglm hmhijf w jsur zsxj oh s f surovj � irj zsxjh irsi slj ­®�
ov usurj slj irj hji gy ov�qhj f surovjh � svn s zsxj suujhh uglljhzgvnh ig s vgnj ysoeqlj svn ov hisvisvjgqh ljugkjlm}
�rqlv oh irqh it ouj irj vqfpjl gy zsxj ysqeih } � rsi tj usee �gvxjhi âziof j oh irjv j�suiem irj z jlkshokj �jshi
�jujviem â hjn ���â � zgeoum| svn �svngf �jzesujf jvi oh irj �svngf �jzesujfjvi ��� � zgeoum}

~rjlj rsh p jjv s hqphisviose sfgqvi gy tgl� gv svsemhoh gy zsxj ljzesujf jvi sexgloirf h ovueqnovx ��â svn �� �hjj j }x } ���Ó ��� svn irj nohuqhhogv ov ���� } �ig urshiou svsemhoh gy zsxj ljzesujf jvi sexgloirf h rsh xjvjlseem p jjv
eof oijn ig irj Ø ovnjz jvnjvi ljyjljvuj fgnjeÙ ov trour gvj zsxj

Pt
oh suujhhjn ov jsur iof jhijz

t
| trjlj irj

(Pt)
slj

o }o }n } ~roh uglljhzgvnh ig irj hzjuose ushj gy gql fgnje irsi vgnj hjhhogv iof jh slj j�zgvjvioseem nohilopqijn �t oir
zghhopem qvj�qse fjsvh� } ~rqh s fs{ gl no�jljvuj oh irsi gql fgnje svsem�jn ov �ju } � oh vgi eof oijn ig f jfglmejhh
hjhhogv iof jh }

�gvxjhi âziof j oh s ugffgv rjqlohiou trour rsh p jjv hiqnojn ov ugvij�ih ovueqnovx ã�~ vjoxrpgl hjejuiogv ���� |
hjejuiovx hqzjlz jjlh ���� | svn hjejuiovx zsljvih ov sv gkjlesm fqeioushi iljj ���� } ~rj duuglnogv ã�~ ��å� hjejuih
vjoxrpglh pm ugfzqiovx irj ugvnoiogvse zlgpspoeoim irsi s vgnj oh uqlljviem qz xokjv trjv oi tsh eshi ugvisuijn svn
rgt egvx oi tsh qz pjyglj irsi | shhqf ovx hjhhogv iof jh �i s �sljig nohilopqiogv t oir ejslvjn zslsf jijlh } � ou�jvh ��� �
qhjn ugfzeousijn hisiohiouse ijurvo�qjh ig zljnoui yqiqlj vgnj qziof j | svn j�zjlof jvijn t oir zesuovx � ej ljz eoush ov
�rgln gv hquujhhglh t oir xljsijhi zljnouijn iof j ig eokj }

�jsirjlhzggv ji se ��� � hrslj gql xgse gy f ovof o�ovx urqlv | pqi ov irj ugvij�i gy higlsxj hmhijf h } ~rjm skgon
fqur gy irj qvvjujhhslm ughi gy ilsvhojvi ysoeqljh irlgqxr es�m ljljzeousiogv } �v ugvilshi | gql ljhq eih slj vgi hz juo� u
ig higlsxj hmhijf h | pqi tj fgnje gv em vgv�ilsvhojvi ysoeqljh ov trour s vgnj ljugkjlh t oirgqi oih yglf jl nsis }

Ô ç_\bëaíc_\
~roh zszjl rsh zlgkonjn s xqonj ig z jlyglfsvuj gy s lsvxj gy vgnj hjejuiogv hilsijxojh ov ljse�tglen ilsujh } �j rskj
roxreoxrijn svn j�zesovjn svsemiouseem irj hqlzlohovxem xggn zjlyglf svuj gy �svngf �jzesujfjvi ljesiokj ig hf sli
zljnouiokj hilsijxojh | svn ljesiokj ig �ljyjljvuj �ohi hilsijxojh } ~rlgqxr irj no�jljvuj ov urqlv pjitjjv �� svn
�� hilsijxojh | tj rskj j�z esovjn irj z jlyglf svuj ofzeousiogvh gy s kslojim gy j� ohiovx nohilopqijn hmhijf h njhoxvh }
~rjhj ljhqeih sehg hrgt irsi hgfj nmvsf ou lsvngf o�siogv oh sv jshm tsm ig ljnquj urqlv ov fsvm zlgig ugeh } dv
sljs gy gql gvxgovx tgl� oh ig njfgvhilsij irjhj no�jljvujh ov s njzegmf jvi gy s eslxj nohilopqijn hmhijf }

�bÒ\_Ñ ëÐ`ÕÐê Ð\]í
�j irsv� irj sqirglh gy �� | � | �ä | �� � ygl hqzzemovx irjol ilsujh | svn dvt oisfsv ãsiis | �svj �sejviovj | svn �s�of
�jsirjlhzggv ygl rjezyqe nohuqhhogvh } �j sehg t ohr ig su�vgt ejnxj irj ugvilopqiogv ylgf �vije �glzglsiogv | �jt ejii�
�su�sln �glzglsiogv | �
� �glzglsiogv | svn irj ¹siogvse �uojvuj �gqvnsiogv xlsvi ��d�����äåä ov f s�ovx rslntslj
svn hgyitslj sksoespej ygl irj ��~��� �eqhijl trour tsh qhjn ov zlgnquovx irjhj ljhjslur ljhqeih } ~roh f sijlose oh
pshjn qzgv tgl� hqzzglijn qvnjl s ¹siogvse �uojvuj �gqvnsiogv ølsnqsij �jhjslur �jeegt hroz }
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x =
2

αd

d
∑

i=1

1

µi

(

1 −
� [

exp

{

−
α

2(1 − α)
x · Li

}]) ���
Ñ  ¯  � ´ ®¯� ®­� « ®¯¢�¢ª� ¯®£Ú�¢®­ ¢­ ��§´ ¯ ®· x�  ¯¯Ú´ ¢­� α ∈ (0, 1)

 ­¨ �
[Li] < ∞

· ®§  £ £
i
�

ýÍÊÊÌ � �i oh hq� uojvi irsi irj ��� oh ugvuskj ov
x

| hovuj ov ir oh ushj irj j�qsiogv rsh si fghi itg hgeqiogvh | gvj gy
trour oh setsmh si

x = 0
} �j usv {qhioym no�jljviosiovx irj ��� t }l }i }

x
qvnjl irj ovijxlse ofzeojn pm irj j�zjuisiogv |

hovuj �
[Li] < ∞

�hjj ��ä� | z } ��ä� } ~rqh | irj hjugvn njloksiokj oh
− α

2d(1−α)2

∑d
i=1

1
µi

(

∫ ∞

0
exp

{

− α
2(1−α)x · `

}

`2f(`)d`
)

trour oh uejslem vjxsiokj ygl see
x

hovuj
f(`) ≥ 0

}
�ÅÖ Ö Á � °­ �Ñ � ¯�®©Ñ  ¯�¢© ´ ®¨�£ ®· � �©�¢®­ ) �º� ©ÑÚ§­ ¢¯ ��Ú £ �® 2

Tαn

�¢´ �¯ �Ñ � ­Ú´ ¡�§ ®· ·  ¢£Ú§�¯ ®· ¢­¥Ú¯� ­®¨�¯ �
ýÍÊÊÌ � �ovuj see ljugkjlojh slj ovhisvisvjgqh | jsur ysoeqlj gy sv ov�q hj vgnj ovuljshjh urqlv pm 1

Tαn

svn jsur
hqphj�qjvi vgnj ljhjejuiogv ovuljshjh urqlv pm irj hsfj sfgqvi }
ýÍÊÊÌ � �ÊÌ ¯÷ÅÊÍÅÖ ¤� �j toee svsem�j irj j�zjuijn urqlv qhovx irj ysui irsi irj vqfpjl gy ysoeqljh oh j�qse ig
irj igise vqfpjl gy iof jh s vgnj oh hjejuijn } �ji

Li
pj s hjhhogv iof j gy vgnj

i
hjejuijn qvoyglf em si lsvngf gkjl

see oih hjhhogvh ov irj lqv gy irj hmhijf } ��j t oee spqhj vgisiogv svn ljyjl ig
Li

sh pgir s hjhhogv svn irj ejvxir gy
irsi hjhhogv }� �ji

Ri
pj irj vqfpjl gy ljhjejuiogvh nqlovx

Li
| svn eji

β = 1 − α
} � ovseem| nj�vj

Si =

{

1
oy

i
oh hjejuijn ov eoyjiof j

Li

0
g }t }

�ovuj jsur ljhjejui zou�h gvj gqi gy irj
βn

sksoespej vgnjh q }s }l }| oy irjlj slj
r

hjejuiogvh nqlovx s zsliouqesl vgnj Òhhjhhogv | irj zlgpspoeoim oi oh hjejuijn nqlovx irsi hjhhogv oh

Pr[
vgnj

i
zou�jn syijl

r
qvoyglf �lsvngf ljhjejuih

] = 1 − Pr[
vgvj gy

r
ljhjejuih zou�h vgnj

i]

= 1 −

(

1 −
1

βn

)r

,

≤ (1 + ε)
(

1 − e−r/βn
)

,
���

ygl svm
ε > 0

svn hq� uojviem eslxj
n

�hovuj
β > 0

� } ~rqh |

E[Si] = E
[

Si · 1(Ri≤(1+ε)cLi) + Si · 1(Ri>(1+ε)cLi)

]

≤ E
[

(1 + ε)
(

1 − e−(1+ε)cLi/βn
)]

+ Pr[Ri > (1 + ε)cLi]
�pm �� } ��

≤ (1 + ε)2E
[

1 − e−cLi/βn
]

+ ε
�hovuj

fi Òh slj hispej�

≤ (1 + ε)E
[

1 − e−cLi/βn
]

+ ε,
���

trjlj ov irj eshi hijz tj rskj ljhji
ε

szzlgzlosijem ygl vgisiogvse ugvkjvojvuj } ¹gt ejiiovx
Ni

pj irj vqfpjl gy
hjhhogvh irsi vgnj

i
rsh ov iof j

[0, T ]
| pm �jffs � | tj rskj

E[C] =
2

αnT

n
∑

i=1

E [NiSi]

=
2

αnT

n
∑

i=1

E
[

NiSi · 1(Ni≤(1+ε)ENi) + NiSi · 1(Ni>(1+ε)ENi)

]

≤
2

αnT

n
∑

i=1

(

(1 + ε)(ENi)E [Si] + E
[

Ni · 1(Ni>(1+ε)ENi)

])

≤
2

αnT

n
∑

i=1

((1 + ε)(ENi)E [Si] + εE [Ni]) ,

��



trjlj irj eshi hijz ygeegt h ylgf irj �jvilse � of oi ~rjgljf | trour tj usv szzem hovuj tj rskj shhqfjn �voij f jsv
svn kslosvuj gy irj nohilopqiogv

fi
} ¹gt pm irj �ilgvx �st gy �slxj ¹qfpjlh |

ENi/T → 1/µi
sh

T → ∞
| trjlj

µioh irj f jsv hjhhogv iof j gy vgnj
i

} ~rqh |

E[C] ≤
2

αnT

n
∑

i=1

(1 + ε)T

µi
(ε + E [Si])

≤
2

αn

n
∑

i=1

(1 + ε)

µi

(

ε + (1 + ε)E
[

1 − e−cLi/βn
]

+ ε
) �pm �� } �

)

≤ O(ε′) + (1 + ε′)
2

αn

n
∑

i=1

1

µi
(1 − E [exp {−cLi/βn}]) ,

ygl svm
ε′ > 0

svn hq� uojviem eslxj
n

svn
T

} �ovuj tj rskj shhqf jn ��juiogv � }�� irsi irj vgnjh slj nokonjn ovig
d

xlgqzh gy
n/d

j�qoksejvi vgnjh | ygl vgisiogvse ugvkjvojvuj tj usv hsm t }e }g }x } irsi vgnj
i ∈ {1, . . . d}

pjegvxh ig
xlgqz

i
| hg irsi irj spgkj pgqvn ljnqujh ig

E[C] ≤ O(ε′) + (1 + ε′)
2

αd

d
∑

i=1

1

µi
(1 − E [exp {−cLi/βn}]) .

d hof oesl ijurvo�qj xokjh irj egtjl pgqvn

E[C] ≥ (1 − ε′)
2

αd

d
∑

i=1

1

µi
(1 − E [exp {−cLi/βn}]) .

�ovuj irjhj pgqvnh slj ilqj ygl svm
ε′ > 0

| irj ljhqei ygeegt h syijl hqphioiqiovx
c = αn

2 ·E[C]
sh xokjv ov ãj�voiogv �

�hjj �juiogv � }� � } ~rj qvo�qjvjhh gy irj hgeqiogv ygl
E[C]

ygeegt h ylgf �jffs �}

¢ ðï *Ýß¼¿+úû¼» ûÞû¾£ ¼à¼ Ý � º ûÞóÝ# º »$ ¾ûú»# »Þ¿
õÅöËÃÉÃÊË , ¬ · Ú­©�¢®­ f(X)

¢¯ �urql ugvkj� µ§�¯« � ugvuskj¶ ov
X

ÐÑ �­ X ′ � X
¢´« £¢�¯ f(X ′) ≥ f(X)

µ§�¯« �
f(X ′) ≤ f(X)

¶ �
¯÷ÅÊÍÅÖ � ¥-./01/2 345 ª6 7 89­

X ′ � X
¢·  ­¨ ®­ £¤ ¢· �

[X ′] =
�
[X ]

 ­¨ �
[h(X)]

¢¯ � ©ÑÚ§ ©®­ª�² ¢­ X
· ®§

�ª�§¤ ©®­�¢­Ú®Ú¯ ©®­ª�² · Ú­©�¢®­ h : R
+ → R

�
ýÍÊÊÌ � �ÊÌ �ÊÍÊÇÇÁÍÕ ¤� � o� ovx hgf j

j
| tj fqhi hrgt irsi irj zghoiokj hgeqiogv ygl

x
ov ��qsiogv � �xokjv ov irj

hisijf jvi gy �jffs �� oh �urql ugvuskj ov
Lj

} �i oh hq� uojvi ig hrgt irsi irj ��� oh �urql ugvuskj ov
Lj

ygl jkjlm
x > 0

| svn rjvuj irsi � [

exp
{

− α
2(1−α) · x · Lj

}] oh �urql ugvkj� } �jtloiovx irsi j�zljhhogv sh �
[h (Lj)]

trjlj
h(y) := exp

{

− α
2(1−α) · x · y

} | tj hjj irsi
h

oh ugviovqgqh svn ugvkj� | hg pm ~rjgljf � | �
[h (Lj)]

oh �urql ugvkj� }
ýÍÊÊÌ � �ÊÌ �ÊÍÊÇÇÁÍÕ �� �ji

D
pj irj njxjvjlsij lsvngf kslospej trour oh ugvhisviem

1
} d hisvnsln ysui �hjj ����

oh irsi
L � D ·

�
[L]

ygl svm
L

} ~rqh | hovuj �
[C]

oh �urql ugvuskj ov jsur
Li

| irj zghoiokj hgeqiogv ig ��qsiogv � oh
f s�of o�jn trjv

Li
oh ugvhisviem

µi
ygl see

i
} �v iroh ushj | trjv

µi = µ
ygl see

i
| ��qsiogv � ljnqujh ig

x =
2

αµ

(

1 − exp

{

−
α

2(1 − α)
· x · µ

})

trghj gvem zghoiokj hgeqiogvh trour slj
≤ 4/µ

} ~rqh | �
[C] ≤ 4/µ

troej svm ��jn gl �ljyjljvuj �ohi hilsijxm rsh
urqlv

≥ 2/µ
}

¢ ð	 �ûú¿¼ úÝÞú»ßÞàÞü ó£Þû# àú ¼¿ßû¿»üà»¼
�j lj�qolj s nmvsf ou hilsijxm ig �jjz

k
vgnjh ov qhj trjvjkjl

≥ k
slj qz | svn sh f svm sh zghhopej girjlt ohj } �g

nqlovx svm iof j zjlogn ov trour
≤ k

vgnjh slj qz | see �ejxse� nmvsf ou hilsijxojh rskj irj j�sui hsfj pjrskogl svn
irj hsfj urqlv } �gl irj �suih irsi ygeegt | tj f sm irjljyglj ljhiloui gql siijviogv ig irj ushj irsi irjlj slj setsmh

��



≥ k
vgnjh qz } �v iroh ushj | jsur ysoeqlj svn ljhjejui ughih

1/k
| svn tj usv irov� spgqi irj hilsijxm gy ov�qhj vgnjh

sh
k

©Ñ  ¢­¯ v1, . . . , vk
trjlj jsur

vi = (vi
1, . . . , v

i
mi

)
oh hqur irsi

vi
j

oh hjejuijn ov ljhzgvhj ig irj ysoeqlj gy
vi

j−1

}
d �xlsujyqe� £� ª� oh sv jkjvi ov trour irj hjejuiogv sexgloirf njuonjh ig ilsvhoiogv s vgnj ylgf ¢­ Ú¯� ig  ª ¢£ ¡£��


m irj nj�voiogv gy urqlv ov �juiogv � }�| s ysoeqlj ughih sh fqur sh s ejskj | trour ljhqeih ov irj ygeegt ovx }
þÁÄÉ ¤ ± ¢² �Ñ � «  ���§­ ®· ·  ¢£Ú§�¯ � �Ú«« ®¯� ¯®´ � ¯�§ ��� ¤ ®· ­®¨� ¯�£�©�¢®­¯ (vi

j)
£� ª�¯   ´  ©Ñ ¢­ �  ­¨ Ñ  ¯ ©ÑÚ§­ C

�
�Ñ �­ �Ñ �§� ¢¯  ­®�Ñ �§ ¯�§ ���¤

(wi
j)

ÐÑ¢©Ñ ­�ª�§ £� ª�¯  ­¨ Ñ  ¯ ©ÑÚ§­ ≤ C
�

ýÍÊÊÌ � �ji
vi

j

pj s vgnj trour oh ejyi si hgf j iof j
t1

pjyglj oih vj�i ysoeqlj si iof j
t2

} �gvhonjl itg ushjh w ��� vgnj
vi

j

oh vgi qhjn nqlovx
[t1, t2)

} ~rjv eji
vi

`

|
` > j

| p j irj vgnj ov qhj ov ursov
i

si iof j
t2

pm hilsijxm
v
} �glf hilsijxm

w
pm njejiovx see vgnjh ov ursov

i
pjitjjv

j
svn

`
| svn { qhi hismovx gv vgnj

vi
j

nqlovx
[t!, t2)

} ~rj itg hilsijxojh
no�jl gv em nqlovx

[t1, t2)
| nqlovx trour

v
ov uqlh si ejshi irj ughi gy gvj ejskj | troej

w
ovuqlh si fghi irj ughi gy

gvj ysoeqlj } �shj ��� w vgnj
vi

j

oh qhjn sxsov nqlovx
[t1, t2)

} �y oi oh qhjn sxsov pm ursov
i
| tj vjjn gvem njejij svm

ovijlkjvovx vgnjh ov irj ursov ig yglf
w

} °irjlt ohj | oy oi oh qhjn pm hgf j girjl ursov
`
| tj usv htsz irj ursovh sh

ygeegt h w ursov
i

hismh gv vgnj
vi

j

qvioe oi ysoeh | svn irjv ugviovqjh ygeegt ovx ursov
` Òh hjejuiogvh ylgf iof j

t2
gvtsln }

�rsov
`
| lsirjl irsv ht oiurovx gvig vgnj

vi
j

| yg eegt h ursov
i Òh yglf jl hjejuiogvh } �ejslem ugvhilquiovx hilsijxm

w
ov

ir oh tsm usv gvem ljnquj irj igise vqfpjl gy ysoeqljh svn ljhjejuiogvh } �ijlsiovx iroh slxqf jvi ugfzejijh irj zlggy }

þÁÄÉ � :¢�Ñ · Ú £ £ ´­®Ð £�¨� � ®· �Ñ � · Ú�Ú§�� �Ñ � �« �¢´  £ ¯�§ ��� ¤ ®· � �©�¢®­ ; �; ¢¯ ®« �¢´  £�
ýÍÊÊÌ � �ji

vi
j

pj s vgnj trour oh hjejuijn si iof j
t1

svn ysoeh si hgfj yqiqlj iof j
t2 > t1

| svn si irj iof j oi oh
hjejuijn | irjlj oh sv sksoesp ej vgnj

u
trour vj�i ysoeh si iof j

t3 > t2
} �y

u
oh vjkjl ov qhj nqlovx

[t1, t3)
irjv uejslem

tj usv qhj
u

ov hijsn gy
vi

j

| svn ljhqfj ygeegt ovx ursov
v

pjxovvovx si iof j
t3

} °irjlt ohj | hqzzghj
u

oh qhjn nqlovx
[t′1, t3)

ygl hgf j
t′1 > t1

pm hgf j ursov
v`

} ~rjv tj usv fgnoym ursov
vi

ig qhj
u

ylgf
t1

qvioe oi ysoeh si iof j
t3

| svn
irjljsyijl ygeegt irj yglfjl ursov

v`
� svn tj usv fgnoym ursov

v`
ig ygeegt irj yglf jl ursov

vi
pjxovvovx si iof j

t′1
}

~roh ngjh vgi ovilgnquj svm vjt ysoeqljh } �ijlsiovx irj slxqf jvi ugfzejijh irj zlggy }
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°vj f oxri gp{ jui irsi iroh nj�voiogv oh vgi ljseohiou | hov uj

k
ngjh vgi noljuiem ugvilge irj vqfpjl gy vgnjh ov qhj w

ygl j�sfzej | irj nj�voiogv seegt h zou�ovx s hji gy
k

vgnjh irsi slj setsmh ngtv } 
qi irj zlggyh irsi yg eegt ng vgi
f s�j qhj gy hqur zsirgegxouse ushjh | svn ilsvhyjl noljuiem ig irj kslosvi gy irj zlgpejf trjlj

|S|
oh qvugvhilsovjn

pqi tj slj lj�q oljn ig rskj sv skjlsxj gy
≥ k

vgnjh ov qhj gkjl iof j }
þÁÄÉ , >?@A BCD?E FAGHA?IJ ¢¯ TU ¥©®´« £����
ýÍÊÊÌ � �ejslem irj zlgp ejf oh ov Vý } ~g hrgt Vý�rslnvjhh | tj ljnquj ylgf WHD XYCZ[? | sv ovhisvuj gy trour
ugvhohih gy s xlszr

G = (V, E)
svn s ueo�qj ho�j

s
} � olhi shhqf j irsi �²  ©�£¤

k
vgnjh slj lj�qoljn pm 
�� } �j ljnquj

irj WHD XYCZ[? ov hisvuj ig sv ov hisvuj gy 
�� sh ygeegt h w
�ji

k = s
} ~rjlj slj

n = |V |
vgnjh ov irj 
�� ovhisvuj onjvio�jn t oir irj

n
vgnjh ov

G
} d ee vgnjh slj qz

see irj iof j | j�ujzi sh tj t oee hz juoym} �gl jsur zsol gy vgnjh
v, w ∈ V

| tj hji shonj s z jlogn gy iof j
Pvw

ov irj
ilsuj nqlovx trour jsur vgnj girjl irsv

v
svn

w
ysoeh svn ljugkjlh | see si ovnjzjvnjvi iof jh } �ji

[t1, t4]
pj hgf j

slpoilslm hqpovijlkse gy
Pvw

nqlovx trour irjlj slj vg ysoeqljh } ~rjv oy
(v, w) ∈ E

| tj rskj
v

svn
w

ysoe svn ljugkjl
si ovnjzjvnjvi iof jh nqlovx

[t1, t4]
} °irjlt ohj | irjm slj ngtv nqlovx gkjleszz ovx zjlognh | suuglnovx ig irj yg eegt ovx

hj�qjvuj gy jkjvih | trjlj
t1 < t2 < t3 < t4

w

• t1
w
v

ysoeh �

• t2
w
w

ysoeh �

��



• t3
w
v

ljugkjlh �

• t4
w
w

ljugkjlh }
¹gt hqzzghj tj zou� hgf j hji

S ⊆ V
gy

k
vgnjh ig qhj } ¹gij irsi oy p gir

v
svn

w
slj ov

S
svn

(v, w) ∈ E
| gl oy gvj

gy
v

gl
w

oh vgi ov
S

| irjv irj urqlv nqlovx
Pvw

oh
n · 2/k

hovuj jsur vgnj ysoeh svn ljugkjlh si ovnjzjvnjvi iof jh �hg
jsur jkjvi ughih

1/k
� } �gtjkjl | oy

v, w ∈ S
svn

(v, w) 6∈ E
| irjv

v
svn

w
rskj gkjleszzovx ysoeqljh svn irj urqlv oh

(n− 1) · 2
k + 2

k−1 > 2n/k
} �qff ovx gkjl see

n(n− 1)
zjlognh | tj rskj irsi oy

S
uglljhzgvnh ig s

k
�ueo�qj ov

G
| irjv

irj urqlv oh
n(n− 1)n 2

k

| pqi girjlt ohj irj urqlv oh hilouiem xljsijl } ~rqh | sh�ovx ygl s
k
�ueo�qj ov

G
oh j�qoksejvi ig

sh�ovx trjirjl irjlj j� ohih s ��jn hji gy
k

vgnjh hqur irsi irj urqlv ovuqlljn trjv qhovx
S

oh
≤ n(n − 1)n 2

k

}
~g rsvnej irj ushj irsi

> k
vgnjh slj z jlf ohhopej | tj usv ugvhilqui snnoiogvse ysoeqljh hqur irsi irj vqfpjl gy

vgnjh urghjv t oee ngf ovsij irj urqlv | ygluovx
|S| = k

} ~g ng iroh | ov s Ø yljhrÙ iof j zjlogn t oir vg girjl ysoeqljh | tj
rskj see irj vgnjh ysoe hj�qjvioseem| svn irjv ljugkjl hj�qjvioseem ov irj ljkjlhj glnjl } �jxslnejhh gy trour vgnjh slj
urghjv | irj hsf j zsiijlv slohjh sfgvx irj urghjv vgnjh | ygl s urqlv nqlovx iroh zjlogn gy

Θ(log |S|)
} �jz jsiovx iroh

zsiijlv
Θ(n(n − 1)n 2

k )
iof jh oh hq� uojvi ig jvhqlj irsi ljxslnejhh gy irj zsiijlv gy ysoeqljh ljzljhjviovx irj xlszr

hilquiqlj | s hf seejl
S

rsh egtjl urqlv | hg irj gziof se
S

rsh
|S| = k
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